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Ðàññìàòðèâàþòñÿ òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ è èõ ôóíêöè-
îíàëüíûõ ïîëåé, íåîáõîäèìûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèõ êîäîâ, à
òàêæå ïàð, èñïðàâëÿþùèõ îøèáêè, ñ öåëüþ èõ äàëüíåéøåãî ïðèìåíåíèÿ äëÿ äå-
êîäèðîâàíèÿ êîäîâ. Ïðèâåäåíû òåîðèÿ, íåîáõîäèìàÿ äëÿ îáîñíîâàíèÿ êîððåêò-
íîñòè ðàáîòû àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèõ êîäîâ íà îñíîâå
ïàð, èñïðàâëÿþùèõ îøèáêè, è ñàì àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ. Ðàññìîòðåíû ïðèìå-
ðû ïîñòðîåíèÿ àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèõ êîäîâ, àññîöèèðîâàííûõ ñ ýëëèïòè÷åñêîé
êðèâîé, ýðìèòîâîé êðèâîé è êâàðòèêîé Êëåéíà, è ÿâíî çàäàíû ïàðû, èñïðàâëÿþ-
ùèå îøèáêè, äëÿ ïîñòðîåííûõ êîäîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèé êîä, ôóíêöèîíàëüíîå ïîëå, äèâèçîð,

èñïðàâëÿþùèå îøèáêè ïàðû, äåêîäèðîâàíèå àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêîãî êîäà, ýëëèï-

òè÷åñêàÿ êðèâàÿ, ýðìèòîâà êðèâàÿ, êâàðòèêà Êëåéíà.
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Ââåäåíèå

Â íà÷àëå 70-õ ãîäîâ XX âåêà ðîññèéñêèé ìàòåìàòèê Â.Ä. Ãîïïà óñòàíîâèë ñâÿçü
ìåæäó àëãåáðàè÷åñêèìè êðèâûìè íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè è êîäàìè, èñïðàâëÿþùè-
ìè îøèáêè, ïðåäëîæèâ ïîñòðîèòü êîä, èñïîëüçóÿ ëèáî ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè, ëèáî
äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû íà êðèâûõ [1]. Ñ÷èòàëîñü, ÷òî ïîñòðîåííûé êîä îáëàäàë
õîðîøèìè õàðàêòåðèñòèêàìè, åñëè îòíîøåíèå ÷èñëà ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê êðèâîé ê å¼
ðîäó äîñòàòî÷íî âåëèêî. Íîâàÿ ñâÿçü ïîçâîëèëà ãëóáæå èçó÷èòü àñèìïòîòèêó êîäîâ.
Òàê, â òî âðåìÿ äëÿ àíàëèçà ïàðàìåòðîâ [n, k, d]-êîäà C, ãäå n�äëèíà, k�ðàçìåð-
íîñòü, d�ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå, íàèëó÷øåé íèæíåé ãðàíèöåé ÿâëÿëàñü ãðàíèöà
Âàðøàìîâà � Ãèëáåðòà

R ⩾ 1−H(δ),

ãäå R = k/n� îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü; δ = d/n� àñèìïòîòè÷åñêîå îòíîñèòåëüíîå ìè-
íèìàëüíîå ðàññòîÿíèå êîäà C; H(x) = −(x logq x+(1−x) logq(1−x))�ôóíêöèÿ ýíòðî-
ïèè ïðè óñëîâèè, ÷òî êîä C îïðåäåë¼í íàä êîíå÷íûì ïîëåì Fq.

Âñêîðå ïîñëå ðåçóëüòàòîâ Ãîïïû â 1982 ã. Ì. Öôàñìàí, Ñ. Âëýäóö è Ò. Öèíê ñîïî-
ñòàâèëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êðèâûõ ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè àñèìïòîòè÷åñêè õîðîøèõ
êîäîâ, ðàññìàòðèâàÿ ìîäóëÿðíûå êðèâûå è êðèâûå Øèìóðû [2]. Îíè äîêàçàëè ñóùå-
ñòâîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîäîâ íàä êîíå÷íûì ïîëåì Fq, ãäå q = p2 èëè q = p4

äëÿ ïðîñòîãî p, ïàðàìåòðû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿëè ãðàíèöå

R ⩾ 1− δ − 1
√
q − 1

.

Äëÿ q ⩾ 49 ãðàíèöà Âëýäóöà �Öèíêà�Öôàñìàíà ëó÷øå, ÷åì ãðàíèöà Âàðøàìî-
âà � Ãèëáåðòà, ïîñêîëüêó ãàðàíòèðóåìîå åþ çíà÷åíèå îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè áîëü-
øå. Íåçàâèñèìî ß. Èõàðà äîêàçàë àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò [3] äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî
ïîëÿ Fq, ãäå q�êâàäðàò ïðîñòîãî ÷èñëà, à èìåííî:

R ⩾ 1− δ − A(q)−1.

Çäåñü A(q) = lim sup
g→+∞

max |C(Fq)|
g(C)

=
√
q− 1; |C(Fq)|�÷èñëî Fq-ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê àëãåá-

ðàè÷åñêîé êðèâîé C; g(C)� å¼ ðîä.
Ïîëó÷åííûé Öôàñìàíîì, Âëýäóöåì è Öèíêîì ðåçóëüòàò ñòàë îñíîâîïîëàãàþùèì

äëÿ èíòåíñèâíîãî èññëåäîâàíèÿ êàê êðèâûõ ñ áîëüøèì ÷èñëîì òî÷åê, òàê è àññîöè-
èðîâàííûõ ñ íèìè àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèõ êîäîâ (äàëåå ÀÃ-êîäîâ). Òàê, íàïðèìåð,
À. Ãàðñèÿ è Õ. Øòèõòåíîò ïîëó÷èëè îïòèìàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êðèâûõ, äëÿ
êîòîðûõ îòíîøåíèå ÷èñëà òî÷åê ê ðîäó äîñòèãàåò ãðàíèöû Äðèíôåëüäà �Âëýäóöà [4].
Åù¼ îäíî íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé ÀÃ-êîäîâ êàñàåòñÿ ðàçðàáîòêè ïîëèíîìèàëüíûõ
àëãîðèòìîâ äåêîäèðîâàíèÿ, èñïðàâëÿþùèõ äî ïîëîâèíû êîíñòðóêòèâíîãî ðàññòîÿíèÿ
è äàæå áîëåå îøèáîê.

Îòìåòèì, ÷òî ìíîãèå ñâîéñòâà ÀÃ-êîäû óíàñëåäîâàëè èç ñâîéñòâ îáîáù¼ííûõ êîäîâ
Ðèäà�Ñîëîìîíà, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÀÃ-êîäû íà ïðî-
åêòèâíîé ïðÿìîé. Îäíàêî åù¼ îäíîé ìîòèâàöèåé èññëåäîâàòü êîäû, àññîöèèðîâàííûå
ñ êðèâûìè áîëüøèõ ðîäîâ, ñòàë ñëåäóþùèé ôàêò: äëèíà êîäà Ðèäà�Ñîëîìîíà, îïðå-
äåë¼ííîãî íàä çàäàííûì êîíå÷íûì ïîëåì Fq, íå ïðåâûøàåò q+1, â òî âðåìÿ êàê ìîæ-
íî ïîñòðîèòü ÀÃ-êîä ïðîèçâîëüíîé äëèíû íàä çàäàííûì ôèêñèðîâàííûì ïîëåì Fq.
Êðîìå òîãî, ê èíòåðåñíûì ñâîéñòâàì ÀÃ-êîäîâ, êîòîðûå äåëàþò èõ ïðèãîäíûìè äëÿ
î÷åíü øèðîêîãî ñïåêòðà ïðèëîæåíèé, ìîæíî îòíåñòè ñëåäóþùèå. Âî-ïåðâûõ, ÀÃ-êîäû
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ìîæíî ïîñòðîèòü ÿâíî, âî-âòîðûõ, äëÿ ÀÃ-êîäîâ ñóùåñòâóþò ýôôåêòèâíûå àëãîðèò-
ìû äåêîäèðîâàíèÿ, â-òðåòüèõ, äëÿ áîëüøèíñòâà ñåìåéñòâ ÀÃ-êîäîâ ìèíèìàëüíîå ðàñ-
ñòîÿíèå íàõîäèòñÿ äîñòàòî÷íî áëèçêî ê ñâîåé âåðõíåé ãðàíèöå � ãðàíèöå Ñèíãëòîíà,
â-÷åòâ¼ðòûõ, äóàëüíûé ê ÀÃ-êîäó êîä òàêæå ÿâëÿåòñÿ ÀÃ-êîäîì, â-ïÿòûõ, êâàäðàò
ÀÃ-êîäà ñîäåðæèòñÿ â èñõîäíîì ÀÃ-êîäå, à çà÷àñòóþ ñîâïàäàåò ñ íèì. ÀÃ-êîäû íà-
õîäÿò ñâî¼ ïðèìåíåíèå â òàêèõ ïðèêëàäíûõ îáëàñòÿõ, êàê êðèïòîãðàôèÿ ñ îòêðûòûì
êëþ÷îì, òåîðèÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñëîæíîñòè, ðàçäåëåíèå ñåêðåòà, à â ïîñëåäíåå âðåìÿ
è â ïîñòêâàíòîâîé êðèïòîãðàôèè.

Öåëüþ íàñòîÿùåãî îáçîðà ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå áàçîâîé òåîðèè ôóíêöèîíàëü-
íûõ ïîëåé, ïîçâîëÿþùåé îïèñàòü êàê òåîðåòè÷åñêîå, òàê è ïðàêòè÷åñêîå ïîñòðîå-
íèå ÀÃ-êîäîâ, à òàêæå îáçîð àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ íà îñíîâå ïàð, èñïðàâëÿþùèõ
îøèáêè. Ðàññìîòðåíû òðè ñåìåéñòâà êðèâûõ� ýëëèïòè÷åñêèå è ýðìèòîâû êðèâûå, à
òàêæå êâàðòèêà Êëåéíà, äëÿ êîòîðûõ ïîñòðîåíû ÀÃ-êîäû. Äëÿ ñàìèõ êîäîâ ïîñòðî-
åíû ïàðû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè, íåîáõîäèìûå äëÿ âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ àëãîðèòìà
äåêîäèðîâàíèÿ.

1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Fq �êîíå÷íîå ïîëå, ñîäåðæàùåå q ýëåìåíòîâ; An � àôôèííîå
ïðîñòðàíñòâî íàä Fq ðàçìåðíîñòè n.

Îïðåäåëåíèå 1. n-Ìåðíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî íàä êîíå÷íûì ïîëåì Fq,
êîòîðîå áóäåì îáîçíà÷àòü Pn(Fq) èëè êðàòêî Pn, ñîñòîèò èç êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè
(n + 1)-íàáîðîâ, îáîçíà÷àåìûõ P = (x1 : . . . : xn+1), ãäå xi ∈ Fq. Ïðè ýòîì îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè çàäàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(x1 : . . . : xn+1) ∼ (y1 : . . . : yn+1) ⇔ xi = λyi äëÿ i = 1, . . . , n+ 1 è íåêîòîðîãî λ ∈ F∗
q.

Òàêîé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè P íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà Pn,
à (n+ 1)-íàáîð, îïðåäåëÿþùèé òî÷êó P , íàçûâàåòñÿ å¼ îäíîðîäíûìè êîîðäèíàòàìè.

Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííîå âëîæåíèå An ↪→ Pn, òàêîå, ÷òî (x1, . . . , xn) 7→
7→ (x1 : . . . : xn : 1). Òî÷êè èç Pn, äëÿ êîòîðûõ xn+1 = 0, íàçûâàþòñÿ áåñêîíå÷íî

óäàë¼ííûìè òî÷êàìè.

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîãî÷ëåí f ∈ Fq[X1, . . . , Xn+1] íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì ìíîãî-

÷ëåíîì ñòåïåíè d, åñëè äëÿ ëþáîãî íàáîðà (x1, . . . , xn+1) ∈ Fn+1
q è ëþáîãî λ ∈ F∗

q èìååò
ìåñòî ñîîòíîøåíèå

f(λx1, . . . , λxn+1) = λdf(x1, . . . , xn+1).

Åñëè ìíîãî÷ëåí ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì, òî åãî ìíîæåñòâî íóëåé (êîðíåé) îïðåäåëåíî
êîððåêòíî.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü S ⊆ Fq[X1, . . . , Xn+1]�ìíîæåñòâî îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëå-
íîâ. Ìíîæåñòâî íóëåé ìíîãî÷ëåíîâ, àññîöèèðîâàííûõ ñ S, îáîçíà÷èì

Z(S) = {P ∈ Pn : f(P ) = 0 äëÿ âñåõ f ∈ S}.

Ïîäìíîæåñòâî Y ⊆ Pn íàçîâ¼ì ïðîåêòèâíûì àëãåáðàè÷åñêèì ìíîæåñòâîì, åñëè
ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî S ⊆ Fq[X1, . . . , Xn+1] îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ, òàêîå, ÷òî
Y = Z(S).

Èäåàëîì àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîæåñòâà Y íàçûâàåòñÿ èäåàë I(Y ), ïîðîæä¼ííûé
ìíîæåñòâîì îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ f ∈ Fq[X1, . . . , Xn+1] òàê, ÷òî f(P ) = 0 äëÿ
âñåõ P ∈ Y .
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Îïðåäåëåíèå 4. Ïðîåêòèâíûì ìíîãîîáðàçèåì áóäåì íàçûâàòü íåïðèâîäèìîå çà-
ìêíóòîå (â ñìûñëå òîïîëîãèè Çàðèññêîãî [5]) ïîäìíîæåñòâî â Pn.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü Y � àëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî. Îïðåäåëèì êîîðäèíàò-

íîå êîëüöî äëÿ Y êàê ôàêòîð-êîëüöî Fq[Y ] = Fq[X1, . . . , Xn+1]/I(Y ).

Ðàññìîòðèì îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû f, g ∈ Fq[X1, . . . , Xn+1] îäèíàêîâîé ñòåïå-
íè, ïðè÷¼ì g ̸∈ I(Y ), è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Y �íåêîòîðîå ìíîãîîáðàçèå. Äðîáü
f/g ∈ Fq[X1, . . . , Xn+1] íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé íà Y . Ýëåìåíòû f/g è f ′/g′

îïðåäåëÿþò îäíó è òó æå ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ, åñëè (fg′ − f ′g)(P ) = 0 äëÿ
âñåõ P ∈ Y .

Îïðåäåëåíèå 6. Ïîëåì ôóíêöèé Fq(Y ) ìíîãîîáðàçèÿ Y íàçûâàåòñÿ ïîëå ðàöè-
îíàëüíûõ ôóíêöèé íà Y . Ðàçìåðíîñòü Y íàä Fq îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñòåïåíü òðàíñöåí-
äåíòíîñòè Fq(Y ).

Òàêèì îáðàçîì, ïðîåêòèâíóþ êðèâóþ, îïðåäåë¼ííóþ íàä ïîëåì Fq, ìîæíî îïðåäå-
ëèòü êàê ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè îäèí íàä Fq. Ïðèâåä¼ì íàãëÿäíûé ïðèìåð.

Ïðèìåð 1. Â àôôèííîé ïëîñêîñòè íàä êîíå÷íûì ïîëåì Fq ðàññìîòðèì ìíîãî-
îáðàçèå X , îïðåäåë¼ííîå îäíîðîäíûì ìíîãî÷ëåíîì Y 2Z −X3 −Z3 ñòåïåíè 3. Îáîçíà-
÷èì x = X/Z è y = Y/Z. Ïîëå ôóíêöèé Fq(X ) ñîñòîèò èõ ýëåìåíòîâ âèäà f/g, ãäå
f, g ∈ Fq[x, y]. Ïîñêîëüêó y óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ y2 = x3+1, òî ñòåïåíü òðàíñöåí-
äåíòíîñòè Fq(X ) íàä Fq ðàâíà 1. Òàêèì îáðàçîì, ìíîãîîáðàçèå X ÿâëÿåòñÿ êðèâîé.

Ïîñêîëüêó ïðè ïîñòðîåíèè ÀÃ-êîäà ìû èñïîëüçóåì êðèâóþ, îïðåäåë¼ííóþ íàä êî-
íå÷íûì ïîëåì, òî ïîä ïðîåêòèâíîé êðèâîé X/Fq íàä êîíå÷íûì ïîëåì áóäåì ïîíèìàòü
ïðîåêòèâíóþ êðèâóþ X ⊆ Pn(Fq), îïðåäåëÿåìóþ îäíîðîäíûì ìíîãî÷ëåíîì ñ êîýôôè-
öèåíòàìè â Fq, ãäå Fq � àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå Fq. Ïðè ýòîì ïîëå ðàöèîíàëüíûõ
ôóíêöèé êðèâîé X ñ êîýôôèöèåíòàìè èç Fq áóäåì îáîçíà÷àòü Fq(X ), îíî ÿâëÿåòñÿ ïî-
ëåì ôóíêöèé êðèâîé X/Fq èëè å¼ ôóíêöèîíàëüíûì ïîëåì. Ìíîæåñòâî òî÷åê êðèâîé,
èìåþùèõ êîîðäèíàòû â Fq, îáîçíà÷àåòñÿ X (Fq). Òàêèå òî÷êè íàçûâàþòñÿ Fq-ðàöèî-
íàëüíûìè òî÷êàìè êðèâîé X .

2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ôóíêöèîíàëüíûõ ïîëåé

Ñóùåñòâóåò àëüòåðíàòèâíîå îïðåäåëåíèå ôóíêöèîíàëüíîãî ïîëÿ áåç íåïîñðåä-
ñòâåííîé ïðèâÿçêè ê êðèâîé.

Îïðåäåëåíèå 7. Àëãåáðàè÷åñêèì ôóíêöèîíàëüíûì ïîëåì F/Fq îò îäíîé ïåðå-

ìåííîé íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåíèå F ïîëÿ Fq, òàêîå, ÷òî F ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì àëãåá-
ðàè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì ïîëÿ Fq(x) äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà x ∈ F , ÿâëÿþùåãîñÿ
òðàíñöåíäåíòíûì íàä Fq.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè ëþáîå ôóíêöèîíàëüíîå ïîëå F îò n ïåðåìåííûõ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïîëå äðîáåé Frac

(
Fq[x1, x2, . . . , xn]/f(x1, x2, . . . , xn)

)
, ÷èñëèòåëè è çíàìåíàòåëè

êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn ñ êîýôôèöèåíòàìè â Fq

ñ ó÷¼òîì ðåäóêöèè ïî ìîäóëþ f(x1, x2, . . . , xn), ãäå f(x1, x2, . . . , xn) ∈ Fq[x1, x2, . . . , xn]�
àáñîëþòíî íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí.

Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó, äàëåå áóäåì àññîöèèðîâàòü ñ ëþáîé êðèâîé X/Fq, çàäàííîé
ìíîãî÷ëåíîì f(x1, x2, . . . , xn) ∈ Fq[x1, x2, . . . , xn], å¼ ïîëå ôóíêöèé (ôóíêöèîíàëüíîå
ïîëå) F = Fq(X ) è äàäèì ðÿä áàçîâûõ îïðåäåëåíèé òåîðèè ôóíêöèîíàëüíûõ ïîëåé,
íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ, êîòîðûå íóæíû äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ è ïîñòðîåíèÿ ÀÃ-êîäà.
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Îïðåäåëåíèå 8. Îïðåäåëèì äèñêðåòíîå íîðìèðîâàíèå ôóíêöèîíàëüíîãî ïî-

ëÿ F/Fq êàê ôóíêöèþ
v : F → Z ∪ {∞},

îáëàäàþùóþ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

� v(x) = ∞ ⇔ x = 0;
� v(xy) = v(x) + v(y) äëÿ âñåõ x, y ∈ F ;
� v(x+ y) ⩾ min{v(x), v(y)} äëÿ âñåõ x, y ∈ F ;
� ñóùåñòâóåò x ∈ F , òàêîé, ÷òî v(x) = 1;
� v(α) = 0 äëÿ âñåõ α ∈ F ∗.

Îïðåäåëåíèå 9. Êîëüöîì íîðìèðîâàíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî ïîëÿ F/Fq íàçûâàåò-
ñÿ êîëüöî O ⊆ F , òàêîå, ÷òî Fq & O & F è äëÿ âñÿêîãî f ∈ F ëèáî f ∈ O, ëèáî
f−1 ∈ O.

Îòìåòèì, ÷òî òî÷êîé ôóíêöèîíàëüíîãî ïîëÿ F/Fq ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûé èäå-
àë íåêîòîðîãî êîëüöà íîðìèðîâàíèÿ O ýòîãî ïîëÿ. Òàêèì îáðàçîì, åñëè O�êîëüöî
íîðìèðîâàíèÿ ïîëÿ F/Fq è P � åãî ìàêñèìàëüíûé èäåàë, òî O åäèíñòâåííûì îáðàçîì
îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ P , à èìåííî, O = {f ∈ F : f−1 ̸∈ P}. Ïîýòîìó äàëåå âìåñòî
O áóäåì ïèñàòü OP , à âñå òî÷êè ôóíêöèîíàëüíîãî ïîëÿ F/Fq áóäåì îáîçíà÷àòü PF .

Ñîãëàñíî ñâîéñòâàì ìàêñèìàëüíûé èäåàë P êîëüöà íîðìèðîâàíèÿ OP ÿâëÿåòñÿ
ãëàâíûì, ò. å. P = tpOP . Ïðè ýòîì ýëåìåíò tP íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì èëè óíèôîðìè-

çóþùèì ïàðàìåòðîì.
Ñ êàæäîé òî÷êîé P ∈ PF àññîöèèðóåì äèñêðåòíîå íîðìèðîâàíèå ñëåäóùèì îáðà-

çîì. Âñÿêèé ýëåìåíò f ∈ F èìååò åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå f = tnPu, ãäå u ∈ O×
P =

= OP \ {0} è n ∈ Z. Îïðåäåëèì äåéñòâèå äèñêðåòíîãî íîðìèðîâàíèÿ íà ýëåìåíòû
ôóíêöèîíàëüíîãî ïîëÿ F ñëåäóþùèì îáðàçîì:

vP (f) = n è vP (0) = ∞.

Ôóíêöèÿ vP , äåéñòâèòåëüíî, óäîâëåòâîðÿåò âñåì ñâîéñòâàì Îïðåäåëåíèÿ 8.

Îïðåäåëåíèå 10. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êà P ÿâëÿåòñÿ íóë¼ì ôóíêöèè f òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà vP (f) > 0, è ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì ôóíêöèè f òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà vP (f) < 0.

Îïðåäåëåíèå 11. Ìíîæåñòâî òî÷åê PF ïîðîæäàþò àáåëåâó ãðóïïó DF , íàçûâà-
åìóþ ãðóïïîé äèâèçîðîâ ïîëÿ F/Fq. Ýëåìåíò ãðóïïû DF íàçûâàåòñÿ äèâèçîðîì ôóíê-
öèîíàëüíîãî ïîëÿ F/Fq è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôîðìàëüíóþ ñóììó òî÷åê

D =
∑

P∈PF

nPP, ãäå nP ∈ Z è ïî÷òè âñå nP = 0.

Íîñèòåëåì äèâèçîðà D ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî

supp(D) = {P ∈ PF : nP ̸= 0}.

Äëÿ òî÷êè P ∈ PF è äèâèçîðà D îïðåäåëèì íîðìèðîâàíèå äèâèçîðà â òî÷êå P êàê
vP (D) = nP . Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ïåðåçàïèñàòü äèâèçîð ñëåäóþùèì îáðàçîì:

D =
∑

P∈supp(D)

vP (D)P.

Îòìåòèì, ÷òî â ãðóïïå DF îïðåäåëåíî ÷àñòè÷íîå óïîðÿäî÷èâàíèå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
D1 ⩽ D2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà vP (D1) ⩽ vP (D2) äëÿ âñåõ P ∈ PF .
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Òàêæå îïðåäåëèì ñòåïåíü äèâèçîðà

deg(D) =
∑

P∈PF

vP (D) deg(P ),

ãäå deg(P ) = [OP/P : Fq]� ñòåïåíü ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ OP/P íàä Fq, êîòîðîå èçîìîðôíî
íåêîòîðîìó êîíå÷íîìó ïîëþ, ÿâëÿþùåìóñÿ ðàñøèðåíèåì ïîëÿ Fq. Òî÷êè ñòåïåíè 1
ôóíêöèîíàëüíîãî ïîëÿ F/Fq ñîîòâåòñòâóþò Fq-ðàöèîíàëüíûì òî÷êàì êðèâîé X/Fq.

Îïðåäåëåíèå 12. Ïóñòü f ∈ F \ {0}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z (÷åðåç N) ìíîæåñòâî
íóëåé (ïîëþñîâ) f â PF . Òîãäà äëÿ ôóíêöèè f îïðåäåëèì å¼ äèâèçîð íóëåé:

(f)0 =
∑
P∈Z

vP (f)P ;

äèâèçîð ïîëþñîâ:
(f)∞ =

∑
P∈N

(−vP (f))P ;

ãëàâíûé äèâèçîð:
(f) = (f)0 − (f)∞.

Ãëàâíóþ ðîëü â îïðåäåëåíèè ÀÃ-êîäà èãðàåò ïðîñòðàíñòâî Ðèìàíà �Ðîõà:

Îïðåäåëåíèå 13. Ïðîñòðàíñòâîì Ðèìàíà�Ðîõà, àññîöèèðîâàííûì ñ äèâèçî-

ðîì D ∈ DF , íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ôóíêöèé âèäà

L (D) = {f ∈ F : (f) ⩾ −D} ∪ {0}.

Îòìåòèì, ÷òî L (D) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä Fq, à
öåëîå ÷èñëî dim(D) = dimL (D) íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ äèâèçîðà D.

Â ñèëó èçîìîðôèçìà Fq(X ) ∼= F/Fq ðîä àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé ñîâïàäàåò ñ ðîäîì
å¼ ïîëÿ ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 14. Ðîä ôóíêöèîíàëüíîãî ïîëÿ F/K îïðåäåë¼í êàê

g = max{deg(D)− dim(D) + 1 : D ∈ DF}.

3. ÀÃ-êîäû

Ïîêàæåì, êàê çàäà¼òñÿ êîä, àññîöèèðîâàííûé ñ ôóíêöèîíàëüíûì ïîëåì àëãåáðà-
è÷åñêîé êðèâîé. Òàêèå êîäû, êàê óæå ñêàçàíî, íàçûâàþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè êîäàìè
Ãîïïû èëè ÀÃ-êîäàìè.

Çàôèêñèðóåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

� F/Fp � àëãåáðàè÷åñêîå ôóíêöèîíàëüíîå ïîëå ðîäà g;
� P1, P2, . . . , Pn �ïîïàðíî ðàçëè÷íûå òî÷êè ïîëÿ F/Fp ñòåïåíè îäèí;
� D = P1 + . . .+ Pn �äèâèçîð DF ;
� G ∈ DF � òàêîé äèâèçîð â DF , ÷òî supp(G) ∩ supp(D) = ∅.

Îïðåäåëåíèå 15. ÀÃ-êîä CL (D,G), àññîöèèðîâàííûé ñ äèâèçîðàìèD è G, îïðå-
äåë¼í ñëåäóþùèì îáðàçîì:

CL (D,G) = {(f(P1), . . . , f(Pn)) : f ∈ L (G)} ⊆ Fn
p .

Îòìåòèì, ÷òî âñÿêèé êîä CL (D,G) ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü ïàðàìåòðàìè [n, k, d],
ãäå n�äëèíà êîäà (÷èñëî òî÷åê â çàïèñè äèâèçîð D); k�ðàçìåðíîñòü êîäà (ðàçìåð-
íîñòü ïðîñòðàíñòâà Ðèìàíà �Ðîõà L (G) èëè dim(G)); d�ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå
êîäà (ìèíèìàëüíîå ÷èñëî îòëè÷íûõ îò íóëÿ ïîçèöèé â êîäîâûõ ñëîâàõ).
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Ñîãëàñíî [6, Theorem 2.2.2], ÀÃ-êîä CL (D,G) ÿâëÿåòñÿ [n, k, d]-êîäîì, ÷üè ïàðàìåò-
ðû óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

k = dim(G)− dim(G−D), d ⩾ n− deg(G). (1)

Óòâåðæäåíèå 1 [6, Corollary 2.2.3]. Åñëè deg(G) < n, òî:

� CL (D,G) ÿâëÿåòñÿ [n, k, d]-êîäîì, ãäå d ⩾ n−deg(G) è k = dim(G) ⩾ deg(G)+1−g;
� åñëè â äîïîëíåíèå deg(G) > 2g − 2, òî k = deg(G) + 1− g;
� åñëè {f1, . . . , fk}� áàçèñ ïðîñòðàíñòâà L (G), òî ìàòðèöà

G =


f1(P1) f1(P2) . . . f1(Pn)
f2(P1) f2(P2) . . . f2(Pn)

...
... . . .

...
fk(P1) fk(P2) . . . fk(Pn)

 ∈ Fk×n
p

ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé êîäà CL (D,G).

Èç îáùåé òåîðèè êîäèðîâàíèÿ îòìåòèì, ÷òî CL (D,G) = {xG : x ∈ Fk
p} è ïðîâåðî÷-

íàÿ ìàòðèöà êîäà H ∈ F(n−k)×n
p óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ HcT = 0, ãäå c ∈ CL (D,G).

Âàæíûì îáúåêòîì â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå äóàëüíîãî êîäà ê êîäó
CL (D,G). Â äåéñòâèòåëüíîñòè åãî ñòðóêòóðà ñëîæíåå, íåæåëè CL (D,G), ïîñêîëüêó ñî-
ïðÿæåíà ñ ïðîñòðàíñòâîì äèôôåðåíöèàëîâ. Äëÿ áîëåå äåòàëüíîãî îçíàêîìëåíèÿ ñòîèò
îáðàòèòüñÿ ê [6]. Çäåñü ìû ïîñòàðàåìñÿ óïðîñòèòü ïîíèìàíèå äóàëüíîãî ÀÃ-êîäà, íå
âäàâàÿñü â òàêèå ïîíÿòèÿ, êàê ïðîñòðàíñòâî äèôôåðåíöèàëîâ, äèôôåðåíöèàëüíûé
äèâèçîð, àäåëè è âû÷åòû, à îïèðàÿñü èñêëþ÷èòåëüíî íà ñâîéñòâî äóàëüíîñòè.

Äàëåå äóàëüíûé êîä áóäåì îáîçíà÷àòü

CL (D,G)⊥ = {x ∈ Fn
p : ⟨x, c⟩ = 0,∀c ∈ CL (D,G)},

ãäå ⟨x, c⟩ =
n∑

i=1

x1c1 + . . . , xncn. Î÷åâèäíî, ÷òî òîãäà ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà H êîäà

CL (D,G) ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé êîäà CL (D,G)⊥. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðåä-
ñòàâëÿÿ ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöó â ñèñòåìàòè÷åñêîé ôîðìå G = (Ik|A), ãäå Ik � åäè-

íè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè k × k è A ∈ Fk×(n−k)
p , ìû áåç òðóäà ìîæåì ïðèâåñòè

ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöó ê ñèñòåìàòè÷åñêîìó âèäó H = (−AT|In−k), ãäå In−k � åäèíè÷-
íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè (n− k)× (n− k), è êàê ñëåäñòâèå ïîñòðîèòü äóàëüíûé êîä.
Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîä C ÿâëÿåòñÿ ñàìîäóàëüíûì, åñëè C = C⊥.

Ñîãëàñíî [6, Theorem 2.2.7], åñëè 2g−2 < deg(G) < n, òî ÀÃ-êîä CL (D,G)⊥ ÿâëÿåòñÿ
[n, k′, d′]-êîäîì, ÷üè ïàðàìåòðû óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

k′ = n+ g − 1− deg(G), d′ ⩾ deg(G)− (2g − 2).

×åì áîëüøå ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå êîäà, òåì áîëüøåå ÷èñëî îøèáîê ìîæíî èñïðà-
âèòü. Ê ñîæàëåíèþ, â îòëè÷èå îò äëèíû è ðàçìåðíîñòè êîäà, êîòîðûå ìîæíî âû÷èñ-
ëèòü ÿâíî, â îáùåì ñëó÷àå ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå èìååò ëèøü íèæíþþ ãðàíèöó (êàê
óêàçàíî âûøå) è âåðõíþþ ãðàíèöó� ãðàíèöó Ñèíãëòîíà:

d ⩽ n+ 1− k.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìåíüøàÿ ðàçìåðíîñòü äà¼ò áîëåå âûñîêóþ âåðõíþþ ãðàíèöó äëÿ ìèíè-
ìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ êîäà. Îäíàêî îäíèì èç íåîáõîäèìûõ ñâîéñòâ êîäà ÿâëÿåòñÿ åãî
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îòíîñèòåëüíî âûñîêàÿ ðàçìåðíîñòü, ïîñêîëüêó äëÿ çàäàííîãî êîäîâîãî ñëîâà [n, k, d]-
êîäà ëèøü k êîîðäèíàò ñîäåðæàò ôàêòè÷åñêóþ èíôîðìàöèþ. Äðóãèå n− k êîîðäèíàò
èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ñîçäàíèÿ èçáûòî÷íîñòè è âîçìîæíîñòè èñïðàâëåíèÿ îøèáîê. Åñ-
ëè k âåëèêî, òî çíà÷åíèå k/n, îòâå÷àþùåå çà ñêîðîñòü ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè, òàêæå
âûñîêî, ÷òî îçíà÷àåò ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçóåìîãî êîäà. Ó÷èòûâàÿ âåðõíþþ ãðàíè-
öó Ñèíãëòîíà, ìû ìîæåì íå ïîëó÷èòü áîëüøîãî çíà÷åíèÿ ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ,
îäíàêî âñåãäà ñóùåñòâóåò êîìïðîìèññ ìåæäó ñêîðîñòüþ ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè è ñïî-
ñîáíîñòüþ êîäà èñïðàâëÿòü îøèáêè.

Êàê ïîêàçàíî âûøå, ìèíèìàëüíûå ðàññòîÿíèÿ êîäîâ CL (D,G) è CL (D,G)⊥ èìåþò
íèæíèå ãðàíèöû

δ = n− deg(G) è δ′ = deg(G)− 2g + 2,

êîòîðûå íàçûâàþòñÿ êîíñòðóêòèâíûì ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî
êîäà è îáåñïå÷èâàþò èñïðàâëåíèå ïî êðàéíåé ìåðå ⌊(δ(δ′) − 1)/2⌋ îøèáîê. Â îáùåì
ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìûå êîäû ìîãó èñïðàâèòü íå áîëüøå ⌊(d(d′)− 1)/2⌋ îøèáîê, ãäå d
è d′ �ìèíèìàëüíûå ðàññòîÿíèÿ êîäîâ CL (D,G) è CL (D,G)⊥ ñîîòâåòñòâåííî.

4. Äåêîäèðîâàíèå íà îñíîâå ïàð, èñïðàâëÿþùèõ îøèáêè

Îäíî èç âàæíåéøèõ óñëîâèé ïðèìåíèìîñòè òîãî èëè èíîãî êëàññà êîäîâ â êðèï-
òîãðàôèè� ñóùåñòâîâàíèå ýôôåêòèâíîãî àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ äëÿ íåãî. Ðàçó-
ìååòñÿ, äåêîäèðîâàòü ÀÃ-êîäû âîçìîæíî, èñïîëüçóÿ âñå áàçîâûå àëãîðèòìû, ñïðà-
âåäëèâûå äëÿ ëèíåéíûõ êîäîâ, îäíàêî óñëîâèþ ýôôåêòèâíîñòè îíè íå óäîâëåòâî-
ðÿþò. Ñóùåñòâóåò ðÿä ìîäèôèêàöèé àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ Áåðëåêýìïà�Ìýñ-
ñè äëÿ ÀÃ-êîäîâ. Â [7] îïèñûâàåòñÿ ñïèñî÷íûé àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ, ðàáîòàþ-
ùèé çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äëÿ ëþáîãî ÀÃ-êîäà C ñ ïàðàìåòðàìè [n, k, d] ïðè
wt(e) < n −

√
n(n− d), ãäå wt(·) îáîçíà÷àåò âåñ âåêòîðà. Îäíàêî íàèáîëåå ýôôåê-

òèâíûì äëÿ ÀÃ-êîäîâ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ íà îñíîâå
ïàð, èñïðàâëÿþùèõ îøèáêè. Îí ïðåäñòàâëÿåò òàêæå áîëüøîé èíòåðåñ ñ êðèïòîãðà-
ôè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ïîñêîëüêó â [8] ïðåäëîæåíà àòàêà íà ïðîèçâîëüíûé ÀÃ-êîä,
â îñíîâå êîòîðîé ëåæàò ïàðû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè. Ñëîæíîñòü äåòåðìèíèðîâàí-
íîé àòàêè ðàâíà O(n4log(n)), îäíàêî ïðèìåíåíèå âåðîÿòíîñòíîãî ïîäõîäà ïîçâîëÿåò
óìåíüøèòü ñëîæíîñòü äî O(n3+ϵ log(n)). Òàêèì îáðàçîì, ïàðû, èñïðàâëÿþùèå îøèá-
êè, èãðàþò âàæíóþ ðîëü â êðèïòîàíàëèçå ïðèìèòèâîâ, ïîñòðîåííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì
ÀÃ-êîäîâ.

4.1. Ï à ð û , è ñ ï ð à â ë ÿ þ ù è å î ø è á ê è

Èäåÿ èñïîëüçîâàòü ïàðó ëèíåéíûõ êîäîâ äëÿ äåêîäèðîâàíèÿ ïîÿâèëàñü åù¼
â 90-õ ãã. XX âåêà è ïðåäëîæåíà â [9]. Ïåðåä òåì êàê îïèñàòü àëãîðèòì, ââåä¼ì ðÿä
îáîçíà÷åíèé.

Îïðåäåëåíèå 16. Ïóñòü a, b ∈ Fn
q . Ïðîèçâåäåíèå Øóðà äâóõ âåêòîðîâ îïðåäåëÿ-

åòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå èõ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàò, à èìåííî:

(a1, . . . , an) ∗ (b1, . . . , bn) = (a1b1, . . . , anbn),

(a1, . . . , an)
i = (ai1, . . . , a

i
n).

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ 16, ââåä¼ì îïðåäåëåíèå ïðîèçâåäåíèÿ Øóðà äëÿ äâóõ
ìíîæåñòâ. Ïóñòü A,B ⊂ Fn

q , òîãäà èõ ïðîèçâåäåíèå Øóðà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

A ∗ B = {a ∗ b : a ∈ A, b ∈ B}.
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Îïðåäåëåíèå 17. Ïóñòü C ∈ Fn
q �ëèíåéíûé êîä. Òîãäà ïàðà ëèíåéíûõ êî-

äîâ (A,B), ãäå A,B ⊂ Fn
q , íàçûâàåòñÿ ïàðîé, èñïðàâëÿþùåé t îøèáîê, äëÿ êîäà C,

åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) A ∗ B ⊆ C⊥;
2) k(A) > t;
3) d(B⊥) > t;
4) d(A) + d(C) > n.

Çäåñü k(·) è d(·)�ðàçìåðíîñòü è ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî êîäà.

Çàìå÷àíèå 1. Ïóíêò 4 â îïðåäåëåíèè 17 ìîæåò áûòü çàìåí¼í ýêâèâàëåíòíûìè
óòâåðæäåíèÿìè:

� d(A⊥) > 1;
� d(A) > n− 2t.

Â îáîçíà÷åíèÿõ îïðåäåëåíèÿ 17 d(C) ⩾ 2t+ 1. Íà ïðàêòèêå âìåñòî óñëîâèÿ 1 ÷àñòî
èùóò êîäû A,B, òàêèå, ÷òî A ∗ C ⊂ B⊥. Ýòî ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü âû÷èñëåíèÿ äëÿ
óñëîâèÿ 3.

Â [10,11] îïèñàíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êîäîâ A è B, ñîñòàâëÿþùèõ ïàðó, èñïðàâ-
ëÿþùóþ t îøèáîê; â [11] ïðèâåäåíû òàêæå ïðèìåðû ñóùåñòâîâàíèÿ ïàð äëÿ íåñêîëüêèõ
ñåìåéñòâ êîäîâ.

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü F �ôóíêöèîíàëüíîå ïîëå ðîäà g; D = P1 + . . . + Pn �
äèâèçîð, íîñèòåëü êîòîðîãî ñîñòîèò èç òî÷åê ñòåïåíè îäèí ïîëÿ F ; G,H �äèâèçîðû,
òàêèå, ÷òî deg(G) ⩾ 2g, deg(H) ⩾ 2g + 1 è supp(D) ∩ {supp(G), supp(H)} = ∅. Òîãäà

CL (D,G) ∗ CL (D,H) = CL (D,G+H).

Èç óòâåðæäåíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî ïàðà (A,B), ãäå A = CL (D,H) è B = CL (D,G−H),
deg(G) > deg(H) ⩾ t + g, deg(G − H) > t + 2g − 2, ÿâëÿåòñÿ ïàðîé, èñïðàâëÿþùåé
t îøèáîê, äëÿ êîäà CL (D,G)⊥.

Åñëè äëÿ ÀÃ-êîäà CL (D,G) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå n > deg(G) > 2g − 2, òî êîí-
ñòðóêòèâíîå ðàññòîÿíèå äóàëüíîãî ê íåìó êîäà δ(CL (D,G))⊥ = deg(G) + 2 − 2g è
âñåãäà íàéä¼òñÿ ïàðà êîäîâ (A,B), èñïðàâëÿþùàÿ ⌊(δ − g − 1)/2⌋ îøèáîê.

Ðàññìîòðèì ðàçìåðíîñòü êîäà A ∗ B, äëÿ ýòîãî ââåä¼ì ïîíÿòèå ñòàáèëèçàòîðà.

Îïðåäåëåíèå 18. Ïóñòü C ⊆ Fn
q . Ñòàáèëèçàòîð êîäà C îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:
stab(C) =

{
x ∈ Fn

q : ∀c ∈ C(x ∗ c ∈ C)
}
.

Òåîðåìà 1 [12, Theorem 2.11]. Ïóñòü A,B�ëèíåéíûå êîäû. Òîãäà

k(A ∗ B) ⩾ k(A) + k(B)− k(stab(A ∗ B)).

Ëèíåéíûé êîä èìååò ñòàáèëèçàòîð, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî ïðåâîñõîäèò 1, òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà êîä ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé äâóõ ïîäêîäîâ CL (D,G) è CL (D,G′)
ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ íîñèòåëÿìè äèâèçîðîâ G è G′ èëè ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà êîäà
èìååò íóëåâîé ñòîëáåö. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå k(A ∗ B) ⩾ k(A) + k(B)− 1.

4.2. À ë ã î ð è ò ì ä å ê î ä è ð î â à í è ÿ

Äàëåå ðàññìîòðèì àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ, ïðåäëîæåííûé â [9]. Ââåä¼ì ðÿä îáî-
çíà÷åíèé.

Îïðåäåëåíèå 19. Ïóñòü I = {j1, . . . , js} ⊂ {1, . . . , n}, x = (x1, . . . , xn) ∈ Fn
q è

A ⊆ Fn
q . Òîãäà:
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1) xI = (xj1 , . . . , xjs);
2) Z(x) = {i ∈ {1, . . . , n} : xi = 0};
3) Z(A) = {i ∈ {1, . . . , n} : ai = 0 äëÿ âñåõa ∈ A};
4) A(I) = {a ∈ A : aI = 0}.
Ïóñòü CL (D,G)�ÀÃ-êîä ñ ïàðàìåòðàìè [n, k, d], y = c + e�ïðèíÿòûé âåêòîð,

Ie = {i : ei ̸= 0} = supp(e), (A,B)�ïàðà, èñïðàâëÿþùàÿ t îøèáîê, äëÿ êîäà CL (D,G).
Àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ÷àñòè:

1) ïîèñê ìíîæåñòâà I ⊇ Ie, ãäå |Ie| = wt(e) ⩽ t;
2) âîññòàíîâëåíèå íåíóëåâûõ ïîçèöèé âåêòîðà îøèáêè e.

Íà ïåðâîì øàãå íåîáõîäèìî íàéòè ìíîæåñòâî, ðàâíîå èëè ñîäåðæàùåå â ñåáå ïîçè-
öèè îøèáîê â ïîëó÷åííîì ñëîâå. Ñëîæíîñòü ýòîé ïðîöåäóðû çàêëþ÷àåòñÿ â íåçíàíèè
ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Ie. Äëÿ íàõîæäåíèÿ I èñïîëüçóþò ïàðó êîäîâ (A,B).

Óòâåðæäåíèå 3 [9, Theorem 2.14]. Åñëè k(A) > t è |Ie| ⩽ t, òî A(Ie) ̸= ∅.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî M = {a ∈ A : ⟨a ∗ y, b⟩ = 0 äëÿ âñåõ b ∈ B}, ÿâëÿþùååñÿ

ÿäðîì îòîáðàæåíèÿ ϕ: a 7→ (b 7→ ⟨a ∗ y, b⟩).
Óòâåðæäåíèå 4 [9, Proposition 2.9]. Ïóñòü y = c + e�ïðèíÿòûé âåêòîð, Ie =

= supp(e), C ⊆ Fn
q �ëèíåéíûé êîä. Åñëè A ∗ B ⊆ C⊥, òî

1) A(Ie) ⊆ M ⊆ A;
2) åñëè d(B⊥) > t, òî A(Ie) = M .

Åñëè ïàðà ëèíåéíûõ êîäîâ (A,B) óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì 1 è 2 îïðåäåëåíèÿ 17,
òî ìíîæåñòâî Z(M) íå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì è ñîäåðæèò Ie. Ðàçóìååòñÿ, íà ïðàêòèêå
íå îáÿçàòåëüíî áðàòü â êà÷åñòâå I èìåííî Z(M). Ýòî íå îïòèìàëüíî ââèäó áîëüøîé
âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè.

Çàìå÷àíèå 2. Ïóñòü a ∈ M è M = A(Ie). Òîãäà Ie ⊆ Z(a). Ñëåäîâàòåëüíî,
â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà I ìîæíî èñïîëüçîâàòü I = Z(a).

Çàìå÷àíèå 3. Íàõîæäåíèå ìíîæåñòâà M = {a∈A : ⟨a ∗ y, b⟩ = 0 äëÿ âñåõ b∈B}
ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ëåâîãî ÿäðà ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç îáðàçîâ áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ êîäà A, ïîëó÷åííûõ ïðèìåíåíèåì îòîáðàæåíèÿ ϕ: a 7→ (b 7→ ⟨a ∗ y, b⟩), ÷òî
ýêâèâàëåíòíî âû÷èñëåíèþ ïðàâîãî ÿäðà ìàòðèöû ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ ϕ.

Íà âòîðîì øàãå íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé. Ïóñòü H�ïðîâåðî÷íàÿ
ìàòðèöà, èìåþùàÿ n ñòîëáöîâ, I = Z(a)�ìíîæåñòâî, âû÷èñëåííîå íà øàãå 1. Òîãäà
HI �ïîäìàòðèöà, ÷üè ñòîëáöû ïðîèíäåêñèðîâàíû ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà I, è íåíóëå-
âûå ïîçèöèè âåêòîðà e ìîæíî íàéòè, ðåøèâ ñëåäóþùóþ ñèñòåìó:

HIu
T = HyT. (2)

Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû (2) â îáùåì ñëó÷àå íå åäèíñòâåííî.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü äëÿ ïàðû êîäîâ (A,B) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 4.
Åñëè d(A) + d(C) > n, k(A) > t è I = Z(a), òî |I| < d(C) è ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî
ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ie ⊆ I = Z(a), a ∈ M , |Ie| = t è y = c+ e�ïîëó÷åííûé
âåêòîð. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

RI :

{
Ft
q → Fn

q ,

RI(xI) = (x1, . . . , xn) ∈ Fn
p , xi = 0, åñëè i /∈ I, è xi = xIi , åñëè i ∈ I.
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Î÷åâèäíî, ÷òî HIe
T

I = H · RI(eI)
T = HeT = HyT. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà (2) èìååò

ðåøåíèå eTI .
Òåïåðü äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ïðè d(A) + d(C) > n è k(A) > t. Åñëè

íàøëîñü åù¼ îäíî ðåøåíèå ñèñòåìû, íàïðèìåð xTI , òî

H (RI(xI))
T = HIx

T

I = H (RI(eI))
T = HeT = HyT.

Ñëåäîâàòåëüíî, H (RI(xI)− e)T = 0, à òàêæå

wt(RI(xI)− e) ⩽ |Z(a)| ⩽ n− d(A) < d(C).

Ïîëó÷èëè RI(xI) − e = 0, è, òàêèì îáðàçîì, íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû åäèí-
ñòâåííî.

Îïèñàííûå øàãè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå Àëãîðèòìà 1.

Àëãîðèòì 1 Äåêîäèðîâàíèå

Âõîä: CL (D,G)�ÀÃ-êîä, (A,B)�ïàðà, èñïðàâëÿþùàÿ t îøèáîê, y = c + e�ïîëó-
÷åííûé âåêòîð ñ îøèáêîé.

Âûõîä: eI, c.
1: Âû÷èñëèòü M = {a ∈ A : ⟨a ∗ y, b⟩ = 0 äëÿ âñåõ b ∈ B}.
2: Åñëè M = ∅, òî
3: Ïåðåéòè íà øàã 11.
4: Ïîëîæèòü a := random(x), x ∈ M .
5: Âû÷èñëèòü I = Z(a).
6: Ïîñòðîèòü ìàòðèöó HI.
7: Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé HIu

T = HyT îòíîñèòåëüíî u.
8: Åñëè wt(u) > t, òî
9: Ïåðåéòè íà øàã 11.
10: Âåðíóòü eI = u, c = y −RI(eI).
11: Âåðíóòü ¾Â ïîëó÷åííîì âåêòîðå áîëåå t îøèáîê.¿

Çàìå÷àíèå 4. Íà øàãàõ 1, 2 íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ÿäðî M îòîáðàæåíèÿ ϕ, à
òàêæå Z(a), ãäå a ∈ M . Äàëåå ðåøàåòñÿ ñèñòåìà èç ìàêñèìóì n óðàâíåíèé ñ n íåèç-
âåñòíûìè. Òàêèì îáðàçîì, ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ðàâíà O(n3).

5. Ïðèìåðû

Ðàññìîòðèì ðÿä ïðèìåðîâ ïîñòðîåíèÿ ÀÃ-êîäîâ, àññîöèèðîâàííûõ ñ ýëëèïòè÷åñêîé
è ýðìèòîâîé êðèâûìè, à òàêæå ñ êâàðòèêîé Êëåéíà. Äëÿ êàæäîãî ïîñòðîåííîãî êîäà
íàéä¼ì ñîîòâåòñòâóþùóþ ïàðó, èñïðàâëÿþùóþ îøèáêè.

5.1. À Ã - ê î ä û í à ý ë ë è ï ò è ÷ å ñ ê è õ ê ð è â û õ

Îïðåäåëåíèå 20. Àëãåáðàè÷åñêîå ôóíêöèîíàëüíîå ïîëå F/Fq íàçûâàåòñÿ ýëëèï-
òè÷åñêèì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) g(F/Fq) = 1;
2) ñóùåñòâóåò äèâèçîð A ∈ DF , òàêîé, ÷òî deg(A) = 1.

Îòìåòèì íåêîòîðûå ôàêòû, êàñàþùèåñÿ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ è èõ ôóíêöèîíàëü-
íûõ ïîëåé. Íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ï. 5.1 ïîä F = Fq(x, y) áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ýëëèïòè-
÷åñêîå ôóíêöèîíàëüíîå ïîëå. Â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðèñòèêè áàçîâîãî ïîëÿ, óðàâ-
íåíèå ôóíêöèîíàëüíîãî ïîëÿ ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ìîæåò áûòü çàäàíî ñëåäóþùèì
îáðàçîì:
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� åñëè char (Fq) ̸= 2, òî ñóùåñòâóþò x, y ∈ F , òàêèå, ÷òî F = Fq(x, y) è

y2 = f(x),

ãäå f(x) ∈ Fq[x]� ñâîáîäíûé îò êâàäðàòîâ ìíîãî÷ëåí è deg(f) = 3;
� åñëè char (Fq) = 2, òî ñóùåñòâóþò x, y ∈ F , òàêèå, ÷òî F = Fq(x, y) è

y2 + y = f(x), ãäå f(x) ∈ Fq[x] è deg f = 3,

èëè

y2 + y = x+
1

ax+ b
, ãäå a, b ∈ Fq è a ̸= 0.

Îòìåòèì, ÷òî [n, k]-êîä, àññîöèèðîâàííûé ñ ýëëèïòè÷åñêèì ôóíêöèîíàëüíûì ïî-
ëåì, ÿâëÿåòñÿ MDS-êîäîì (äîñòèãàåò ãðàíèöû Ñèíãëòîíà) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà òî÷åê {Pi1 , Pi2 , . . . , Pik} ⊆ supp(G) äèâèçîð âèäà
Pi1 + Pi2 + . . . + Pik − kP∞ íå ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì. Ñîãëàñíî ãðàíèöå Õàññå �Âåéëÿ,
ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé X , èëè òî÷åê
ñòåïåíè îäèí ôóíêöèîíàëüíîãî ïîëÿ, ðàâíî q+1+2

√
q. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåíèå

êðèâûõ ñ ÷èñëîì òî÷åê, äîñòèãàþùèì ãðàíèöû Õàññå �Âåéëÿ, ïîçâîëÿåò ìàêñèìàëüíî
óâåëè÷èòü äëèíó êîäîâîãî ñëîâà.

Èñõîäÿ èç óðàâíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ïîëÿ, äëÿ ôóíêöèé x, y ∈
∈ Fq(X ) ìîæíî âû÷èñëèòü ñîîòâåòñòâóþùèå íîðìèðîâàíèÿ

−vP∞(x) = 2, −vP∞(y) = 3 è − vP∞(xλyγ) = 2λ+ 3γ

äëÿ íåêîòîðûõ λ, γ ∈ Z>0. Ñîîòâåòñòâåííî, áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Ðèìàíà �Ðîõà L(αP∞),
α ∈ Z>0, àññîöèèðîâàííîãî ñ äèâèçîðîì, êðàòíûì áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé òî÷êå, ñîñòîèò
èç ôóíêöèé f = xλyγ, ãäå λ ∈ N, γ ∈ {0, 1}, 2λ+ 3γ ⩽ α, è èìååò âèä

{1, x, y, x2, xy, x3, x2y, x4, x3y, . . .}.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü F = Fq(x, y)� ýëëèïòè÷åñêîå ôóíêöèîíàëüíîå ïîëå c óðàâíå-
íèåì y2 = x3 + 7x + 4 è q = 17. Îòìåòèì, ÷òî g(F ) = 1. Ïîñòðîèì ÀÃ-êîä, àññîöèè-
ðîâàííûé ñ çàäàííîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé, è íàéä¼ì ïàðó, èñïðàâëÿþùóþ îøèáêè,
äëÿ ïîñòðîåííîãî êîäà.

Çàäàäèì äèâèçîð D = P1 + P2 + · · ·+ P12, ãäå Pi � òî÷êè ñòåïåíè îäèí ïîëÿ F äëÿ
i = 1, . . . , 12:

P1 = (0, 15), P2 = (0, 2), P3 = (3, 16), P4 = (3, 1), P5 = (15, 13), P6 = (15, 4),

P7 = (11, 16), P8 = (11, 1), P9 = (16, 9), P10 = (16, 8), P11 = (2, 14), P12 = (2, 3).

Çàäàäèì äèâèçîð G = m · P∞, ãäå P∞ � ïîëþñ ôóíêöèé x è y, è ïóñòü m = 5.
Âû÷èñëèì áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Ðèìàíà �Ðîõà L (G) = L (5P∞), íåîáõîäèìûé

äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÀÃ-êîäà CL (D,G). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì äèñêðåòíûå íîðìèðîâàíèÿ
ôóíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ ïðåòåíäåíòàìè íà áàçèñ L (G), çíà÷åíèÿ êîòîðûõ â òî÷êå P∞
íå äîëæíû ïðåâûøàòü m = 5 (òàáë. 1).
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Òà á ë è ö à 1

Çíà÷åíèÿ íîðìèðîâàíèÿ Áàçèñ L (G)
ν∞(1) = 0 1
ν∞(x) = 2 x
ν∞(y) = 3 y
ν∞(x2) = 4 x2

ν∞(xy) = 5 xy
ν∞(x3) = 6 �

Çàïèøåì ïîðîæäàþùóþ è ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöû êîäà CL (D,G):

G =


1 0 0 0 0 8 10 0 8 14 8 16
0 1 0 0 0 9 1 11 4 15 4 13
0 0 1 0 0 14 7 9 2 16 1 16
0 0 0 1 0 3 15 13 7 10 12 14
0 0 0 0 1 1 2 2 14 14 10 10

 ,

H =



1 0 0 0 0 0 0 6 11 12 4 0
0 1 0 0 0 0 0 6 14 9 8 13
0 0 1 0 0 0 0 5 11 10 0 7
0 0 0 1 0 0 0 5 6 15 8 16
0 0 0 0 1 0 0 5 13 12 6 14
0 0 0 0 0 1 0 5 8 0 15 5
0 0 0 0 0 0 1 16 11 6 10 7


.

Êîä CL (D,G), àññîöèèðîâàííûé ñ îïðåäåë¼ííîé âûøå ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé, èìååò
ïàðàìåòðû [12, 5, 7], à åãî äóàëüíûé êîä CL (D,G)⊥ �ïàðàìåòðû [12, 7, 5].

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïàðû, èñïðàâëÿþùåé îøèáêè, äëÿ êîäà CL (D,G) íåîáõîäèìî îïðå-
äåëèòü âñïîìîãàòåëüíûé äèâèçîð

H = (t+ g)P∞ = 3P∞,

ãäå t = ⌊(n− deg(G)− 1− g)/2⌋. Òîãäà äëÿ êîäà CL (D,G) ïàðîé, èñïðàâëÿþùåé t = 2
îøèáîê, ÿâëÿåòñÿ ïàðà êîäîâA = CL (D,H) è B = C⊥

L (D,G+H) ñ ïàðàìåòðàìè [12, 3, 9]
è [12, 4, 8] ñîîòâåòñòâåííî.

5.2. À Ã - ê î ä û í à ý ð ì è ò î â û õ ê ð è â û õ

Îïðåäåëåíèå 21. Ôóíêöèîíàëüíîå ïîëå F = Fq2(x, y), îïðåäåë¼ííîå óðàâíåíèåì
ýðìèòîâîé êðèâîé

yq + y = xq+1,

áóäåì íàçûâàòü ýðìèòîâûì ôóíêöèîíàëüíûì ïîëåì.

Îòìåòèì íåêîòîðûå ôàêòû, êàñàþùèåñÿ ýðìèòîâûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïîëåé. Íà
ïðîòÿæåíèè âñåãî ï. 5.2 ïîä F = Fq2(x, y) áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ýðìèòîâî ôóíêöèî-
íàëüíîå ïîëå, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî:

� g(F ) = q(q − 1)/2;
� F èìååò q3 + 1 òî÷åê ñòåïåíè îäèí íàä ïîëåì Fq2 ñëåäóþùåãî âèäà:

1) áåñêîíå÷íî óäàë¼ííàÿ òî÷êà Q∞ � îáùèé ïîëþñ ôóíêöèé x è y;
2) äëÿ êàæäîãî α ∈ Fq2 ñóùåñòâóåò q ýëåìåíòîâ β ∈ Fq2 , òàêèõ, ÷òî βq + β = αq+1;

è äëÿ âñåõ òàêèõ ïàð (α, β) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà Pα,β ñòåïåíè îäèí,
ãäå x(Pα,β) = α è y(Pα,β) = β;
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� äëÿ íåêîòîðîãî r ⩾ 0 ôóíêöèè âèäà xiyj, ãäå 0 ⩽ i,0 ⩽ j ⩽ q− 1 è iq+ j(q+ 1) ⩽ r,
îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Ðèìàíà �Ðîõà L (rQ∞).

Îïðåäåëåíèå 22. Äëÿ r ∈ Z îïðåäåëèì ýðìèòîâ ÀÃ-êîä

Cr = CL (D, rQ∞), D =
∑

βq+β=αq+1

Pα,β,

ãäå äèâèçîð D ÿâëÿåòñÿ ñóììîé âñåõ òî÷åê ïåðâîé ñòåïåíè (êðîìå òî÷êè Q∞) ýðìèòîâà
ôóíêöèîíàëüíîãî ïîëÿ F/Fq2 .

Ñåìåéñòâî ýðìèòîâûõ êîäîâ ïðåäñòàâëÿåò îñîáûé èíòåðåñ, ïîñêîëüêó â îïðåäåë¼í-
íûõ ñëó÷àÿõ íàðÿäó ñ äëèíîé è ðàçìåðíîñòüþ ìîæíî ÿâíî âû÷èñëèòü ìèíèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå òàêèõ êîäîâ. Íàä ïîëåì Fq2 ýðìèòîâ êîä èìååò äëèíó n = q3.

Äëÿ íåêîòîðîãî r ⩽ s èìååì Cr ⊆ Cs. Ýòî âêëþ÷åíèå ñëåäóåò èç âêëþ÷åíèÿ ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñò Ðèìàíà �Ðîõà L (D, rQ∞) ⊆ L (D, sQ∞). Åñëè r ⩽ 0, òî
L (rQ∞) = 0 è Cr = 0. Åñëè r > q3 + q2 − q− 2 = q3 + (2g− 2), òî, ó÷èòûâàÿ (1), èìååì

k(Cr) = dim(rQ∞)− dim(rQ∞ −D) = (r + 1− g)− (r − q3 + 1− g) = q3 = n

è, ñëåäîâàòåëüíî, Cr = F n
q2 . Ñîãëàñíî [6], äëÿ 0 ⩽ r ⩽ q3 + q2 − q − 2 ñïðàâåäëèâî

ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 5. Ïóñòü Cr � ýðìèòîâ êîä è 0 ⩽ r ⩽ q3 + q2 − q − 2. Òîãäà:

� Äóàëüíûì ê êîäó Cr ÿâëÿåòñÿ

Cr⊥ = Cq3+q2−q−2−r.

Êîä Cr ÿâëÿåòñÿ ñàìîäóàëüíûì, åñëè r = (q3 + q2 − q − 2)/2 (÷òî, íà ñàìîì äåëå,
âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè q ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ 2).

� Ðàçìåðíîñòü Cr îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

k(Cr) =

{
|I(r)| , 0 ⩽ r ⩽ q3,

q3 − |I(s)| , q3 ⩽ r ⩽ q3 + q2 − q − 2,

ãäå s = q3 + q2 − q − 2− r è I(r) = {0 ⩽ n ⩽ r : ∃z ∈ F
(
(z)∞ = nQ∞

)
}.

Äëÿ q2 − q − 2 ⩽ r ⩽ q3 èìååì

k(Cr) = r + 1− q(q − 1)/2.

� Ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå d êîäà Cr óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

d(Cr) ⩾ q3 − r.

Åñëè 0 ⩽ r ⩽ q3 è r, (r3 − r) ÿâëÿþòñÿ ïîëþñíûìè ÷èñëàìè äëÿ òî÷êè Q∞ (ò. å.
ñóùåñòâóþò ôóíêöèè f, f ′ ∈ F , òàêèå, ÷òî (f)∞ = rQ∞ è (f ′)∞ = (r3 − r)Q∞), òî

d(Cr) = q3 − r.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü F = Fq2(x, y)�ôóíêöèîíàëüíîå ïîëå ýðìèòîâîé êðèâîé
ñ óðàâíåíèåì y3 + y = x4 è q = 3. Çàäàäèì äèâèçîð D = P1 + P2 + . . . + P27, ãäå
Pi � òî÷êè ïåðâîé ñòåïåíè äëÿ i = 1, . . . , 27:

P1 = (0, 0), P2 = (0, a6), P3 = (0, a2), P4 = (a, a5), P5 = (a, a7), P6 = (a, 1),

P7 = (a2, 2), P8 = (a2, a), P9 = (a2, a3), P10 = (a3, a5), P11 = (a3, a7), P12 = (a3, 1),

P13 = (2, 2), P14 = (2, a), P15 = (2, a3), P16 = (a5, a5), P17 = (a5, a7), P18 = (a5, 1),

P19 = (a6, 2), P20 = (a6, a), P21 = (a6, a3), P22 = (a7, a5), P23 = (a7, a7), P24 = (a7, 1),

P25 = (1, 2), P26 = (1, a), P27 = (1, a3).



ÀÃ-êîäû è èõ äåêîäèðîâàíèå íà îñíîâå ïàð, èñïðàâëÿþùèõ îøèáêè 15

Çäåñü a�êîðåíü ïðèìèòèâíîãî íàä Fq ìíîãî÷ëåíà f(x) = x2 + 2x+ 2.
Çàäàäèì äèâèçîð G = r · Q∞, ãäå Q∞ � îáùèé ïîëþñ ôóíêöèé x è y ïîëÿ F è

r = 17.
Âû÷èñëèì áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Ðèìàíà �Ðîõà L (G) = L (17Q∞), íåîáõîäèìûé äëÿ

ïîñòðîåíèÿ ÀÃ-êîäà CL (D,G). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì äèñêðåòíûå íîðìèðîâàíèÿ ôóíê-
öèé, ÿâëÿþùèõñÿ ïðåòåíäåíòàìè íà áàçèñ L (G), â òî÷êå Q∞, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ íå
äîëæíû ïðåâûøàòü r = 17 (òàáë. 2).

Òà á ë è ö à 2

Çíà÷åíèÿ íîðìèðîâàíèÿ Áàçèñ L (G)
ν∞(1) = 0 1
ν∞(x) = 3 x
ν∞(y) = 4 y
ν∞(x2) = 6 x2

ν∞(xy) = 7 xy
ν∞(y2) = 8 y2

ν∞(x3) = 9 x3

ν∞(x2y) = 10 x2y
ν∞(xy2) = 11 xy2

ν∞(x4) = 12 x4

ν∞(x3y) = 13 x3y
ν∞(x2y2) = 14 x2y2

ν∞(x5) = 15 x5

ν∞(x4y) = 16 x4y
ν∞(x3y2) = 17 x3y2

ν∞(x6) = 18 �

Çàïèøåì ïîðîæäàþùóþ è ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöû êîäà CL (D,G):

G =



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 1 a a5 a a7 2 a3 0 a3 a5 1
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 a2 0 2 a3 a6 0 0 a5 2 a6 a3

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 a3 a5 a5 a2 a2 a6 0 1 a7 a5 a
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a6 0 2 a3 2 a3 0 a a6 a a7 0 a7

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a6 0 a a a 0 a 1 a3 a5 a7 a5 a6

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 a6 0 a3 2 0 a3 2 1 2 a7 a5 a3 a
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 a5 0 1 a5 a7 a 0 a6 a a a6 a2 a5

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 a5 0 a a2 a5 a6 a 0 1 a2 a6 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 a5 0 a6 2 a3 a3 a a a3 a2 2 2 a6

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 a7 0 0 a7 1 a5 a6 2 a2 a a2 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 a7 0 1 a2 a6 a7 a7 a a3 a6 a5 a a2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 a7 0 2 a a7 0 1 a a5 a5 a 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 2 0 a2 a6 a2 a a7 a a6 1 a6 a2 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 2 0 a6 a2 a7 a a2 a7 0 a3 1 a7 a5

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 a3 a3 a3 a a a



,
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H =



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 a6 0 a2 a 2 0 0 a6 a6 1 a5 a2 2 a
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 2 a5 a3 a7 a5 a5 2 0 a5 a7 a2 a a 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 a7 a a3 1 1 a7 0 a a a7 a3 0 a7 a2

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 a7 0 a7 2 1 a2 0 a2 a5 a5 a3 a7 a2 2 a2 a3

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 a7 0 1 a a6 a7 a2 0 2 a6 a3 0 a5 a5 a5 a3

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 a7 0 a5 a3 2 2 a2 a5 a7 a6 a a a3 1 a6 a2

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 a3 0 0 1 a3 1 a a2 1 a7 a 0 0 a5 1 a6

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 a3 0 a a3 a a2 a2 a7 a 2 2 1 a a7 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 a3 0 a5 a2 a2 0 a3 a7 a3 a3 1 a7 0 a7 a a3

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 2 0 a7 a3 a 1 a6 a3 1 a2 a a5 0 a3 2 a
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 2 0 a3 a7 a6 1 a a 0 a5 a3 a2 1 a 2 a3

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 a2 a2 a2 1 1 1 a7 a7 a7 a2 a2 a2


Êîä CL (D,G), àññîöèèðîâàííûé ñ îïðåäåë¼ííîé âûøå ýðìèòîâîé êðèâîé, èìååò ïàðà-
ìåòðû [27, 15, 10], à åãî äóàëüíûé êîä CL (D,G)⊥ �ïàðàìåòðû [27, 12, 13].

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïàðû, èñïðàâëÿþùåé îøèáêè, äëÿ êîäà CL (D,G) íåîáõîäèìî îïðå-
äåëèòü âñïîìîãàòåëüíûé äèâèçîð:

H = (t+ g)Q∞ = 6Q∞,

ãäå t = ⌊(n − deg(G) − 1 − g)/2⌋. Â íàøåì ñëó÷àå g = 3 è t = 3. Òîãäà äëÿ êîäà
CL (D,G) ïàðîé, èñïðàâëÿþùåé t = 3 îøèáîê, ÿâëÿåòñÿ ïàðà êîäîâ A = CL (D,H) è
B = C⊥

L (D,G+H) ñ ïàðàìåòðàìè [27, 4, 21] è [27, 6, 19] ñîîòâåòñòâåííî.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïàðû, èñïðàâëÿþùåé îøèáêè, äëÿ êîäà C⊥

L (D,G) íåîáõîäèìî, ÷òî-
áû t = ⌊(deg(G)− 3g + 1)/2⌋. Îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíûé äèâèçîð

H ′ = (t+ g)Q∞ = 7Q∞.

Òîãäà äëÿ êîäà C⊥
L (D,G) ïàðó, èñïðàâëÿþùóþ 4 îøèáêè, ñîñòàâëÿþò êîäû A =

= CL (D,H ′) è B = CL (D,G−H ′) ñ ïàðàìåòðàìè [27, 5, 20] è [27, 8, 17] ñîîòâåòñòâåííî.

5.3. À Ã - ê î ä û í à ê â à ð ò è ê å Ê ë å é í à

Â ýòîì ïóíêòå ïðåäïîëîæèì, ÷òî char (Fq) ̸= 7. Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàëüíîå ïîëå
F = Fq(z, y) êâàðòèêè Êëåéíà, çàäàííîå óðàâíåíèåì

z3 + y3z + y = 0. (3)

Ïîñëå óìíîæåíèÿ (3) íà y6, ïîëàãàÿ x = −y2z, ìîæåì çàïèñàòü F = Fq(x, y), ãäå

y7 =
x3

1− x
.

Òàê êàê char (Fq) ̸= 7, ôóíêöèîíàëüíîå ïîëå êâàðòèêè Êëåéíà F íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèî-
íàëüíûì. Äàäèì ïàðó îïðåäåëåíèé, ÷òîáû çàïèñàòü îñíîâíûå ñâîéñòâà ýòîãî ôóíêöè-
îíàëüíîãî ïîëÿ.

Îïðåäåëåíèå 23. Ïóñòü F ′/Fq � àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ôóíêöèîíàëüíîãî
ïîëÿ F/Fq.

� Ãîâîðÿò, ÷òî òî÷êà P ′ ∈ PF ′ ëåæèò íàä òî÷êîé P ∈ PF , åñëè P ⊆ P ′.
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� Ïóñòü òî÷êà P ′ ∈ PF ′ ëåæèò íàä òî÷êîé P ∈ PF . Ïðè ýòîì íîðìèðîâàíèÿ â ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ òî÷êàõ ñâÿçàíû ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

vp′(x) = e · vP (x) äëÿ âñåõ x ∈ F.

Åñëè e > 1, òî ãîâîðÿò, ÷òî òî÷êà P ðàçâåòâëÿåòñÿ.

Ïåðå÷èñëèì ñâîéñòâà ôóíêöèîíàëüíîãî ïîëÿ êâàðòèêè Êëåéíà:

1) g(F ) = 3;
2) ðîâíî òðè òî÷êè ïîëÿ Fq(x) ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ â F/Fq, à èìåííî:

ïîëþñ P∞ è íóëü P1 ôóíêöèè x, à òàêæå íóëü P2 ôóíêöèè x − 1. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Q∞, Q1, Q2 òî÷êè, ëåæàùèå íàä P∞, P1, P2 ñîîòâåòñòâåííî;

3) òî÷êè Q∞, Q1 è Q2 ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ñòåïåíè îäèí;
4) îòîáðàæåíèå

ϕ :


x 7−→ x− 1

x

y 7−→ −x

y3

ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì ïîðÿäêà 3 ïîëÿ F/Fq, êîòîðûé öèêëè÷íî ïîðîæäàåò
òî÷êè Q∞, Q1, Q2, ò. å. ϕ(ϕ(Q∞)) = ϕ(Q1) = Q2.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé ïîäêëàññ ÀÃ-êîäîâ, àññîöèèðîâàííûõ ñ êâàðòèêîé Êëåéíà,
à èìåííî êîäû, äëÿ êîòîðûõ äèâèçîð G îïðåäåë¼í ñëåäóþùèì îáðàçîì:

G = k0Q∞ + k1Q1 + k2Q2 > 0,

ãäå ki ∈ N0 \ {1, 2, 3, 4}, i = 0, 1, 2 (N0 = {0, 1, 2, . . .}), è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî deg(G) ⩾ 5.
Òîãäà ïî òåîðåìå Ðèìàíà �Ðîõà dim(G) = deg(G)− 2. Ñîãëàñíî [13], îïðåäåëèì áàçèñ
ïðîñòðàíñòâà Ðèìàíà �Ðîõà L(G).

Ëåììà 1. Åñëè G = k0Q∞ + k1Q1 + k2Q2 > 0, ãäå ki ∈ N0 \ {1, 2, 3, 4}, òî áàçèñ
ïðîñòðàíñòâà Ðèìàíà�Ðîõà L(G) ñîñòîèò èç ñòåïåíåé è ïðîèçâåäåíèé ñëåäóþùèõ
ýëåìåíòîâ:

w1 =
x

y2
, w2 =

x

y
, w3 = x,

z1 = ϕ(w1) =
−1

y
, z2 = ϕ(w2) =

x

y4
, z3 = ϕ(w3) =

x− 1

x
,

v1 = ϕ2(w1) =
y3

x
, v2 = ϕ2(w2) =

−y5

x2
, v3 = ϕ2(w3) =

1

1− x
.

Äëÿ k1 = k2 = 0, k0 ⩾ 5:

L(k0Q∞) = ⟨wβ1

1 wβ2

2 wβ3

3 |βi ⩾ 0, 3β1 + 5β2 + 7β3 ⩽ k0⟩.

Äëÿ k2 = 0, k0 ⩾ k1 ⩾ 5:

L(k0Q∞ + k1Q1) = ⟨wβ1

1 wβ2

2 wβ3

3 |βi ⩾ 0, 3β1 + 5β2 + 7β3 ⩽ k0,

zγ11 zγ22 zγ13 |γi ⩾ 0, 3γ1 + 5γ2 + 7γ3 ⩽ k1,

w1z1, (w1z1)
2, w1(w1z1)⟩.
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Äëÿ k1 = 0, k0 ⩾ k2 ⩾ 5:

L(k0Q∞ + k2Q2) = ⟨wβ1

1 wβ2

2 wβ3

3 |βi ⩾ 0, 3β1 + 5β2 + 7β3 ⩽ k0,

vγ11 vγ22 vγ13 |γi ⩾ 0, 3γ1 + 5γ2 + 7γ3 ⩽ k2,

w1v1, (w1v1)
2, w1(w1v1)⟩.

Äëÿ k0 ⩾ ki ⩾ 5, i = 1, 2:

L(k0Q∞ + k1Q1 + k2Q2) = ⟨wβ1

1 wβ2

2 wβ3

3 |βi ⩾ 0, 3β1 + 5β2 + 7β3 ⩽ k0,

vγ11 vγ22 vγ13 |γi ⩾ 0, 3γ1 + 5γ2 + 7γ3 ⩽ k1,

zδ11 zδ22 zδ13 |δi ⩾ 0, 3δ1 + 5δ2 + 7δ3 ⩽ k2,

w1z1, (w1z1)
2, v1z1, (v1z1)

2, w1v1, (w1v1)
2⟩.

Ãëàâíûå äèâèçîðû ýëåìåíòîâ, ó÷àñòâóþùèõ â ïîñòðîåíèè áàçèñà L(G), èìåþò âèä:

(w1)=

(
x

y2

)
=2Q2 +Q1 − 3Q∞, (w2)=

(
x

y

)
=Q2 + 4Q1 − 5Q∞, (w3)= (x)= 7Q1 − 7Q∞,

(v1)=

(
y3

x

)
=2Q1 +Q∞ − 3Q2, (v2)=

(
−y5

x2

)
=Q1+4Q∞−5Q2, (v3)=

(
1

1−x

)
=7Q∞−7Q2,

(z1)=

(
−1

y

)
=2Q∞ +Q2 − 3Q1, (z2)=

(
x

y4

)
=Q∞ + 4Q2 − 5Q1, (z3)=

(
x−1

x

)
=7Q2 − 7Q1.

Ïðèìåð 4. Ïóñòü F = Fq2(x, y)�ôóíêöèîíàëüíîå ïîëå êâàðòèêè Êëåéíà ñ óðàâ-
íåíèåì x3y + y3 + x = 0 è q = 5.

Çàäàäèì äèâèçîð D = P1 + P2 + . . .+ P25, ãäå Pi � òî÷êè ñòåïåíè îäèí ïîëÿ F äëÿ
i = 1, . . . , 25:

P1 = (0, 0), P2 = (1, 0), P3 = (a4, a), P4 = (a23, a3), P5 = (a9, a4),

P6 = (a20, a5), P7 = (4, 2), P8 = (3, 2), P9 = (a16, a8), P10 = (a7, 4),

P11 = (a11, 4), P12 = (3, 4), P13 = (a, a13), P14 = (a2, a13), P15 = (a11, a13),

P16 = (a7, a14), P17 = (a19, a15), P18 = (a8, a16), P19 = (a5, a17), P20 = (a7, a17),

P21 = (a10, a17), P22 = (4, a19), P23 = (a21, a20), P24 = (a11, a22), P25 = (4, a23).

Çäåñü a� îäèí èç êîðíåé ïðèìèòèâíîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) = x2 + 4x+ 2 íàä Fq.
Çàäàäèì äèâèçîð G = mQ∞, ãäå m = 13. Âû÷èñëèì áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Ðèìàíà �

Ðîõà
L (G) = L (13Q∞) = ⟨wβ1

1 wβ2

2 wβ3

3 |βi ⩾ 0, 3β1 + 5β2 + 7β3 ⩽ 13⟩,
íåîáõîäèìûé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÀÃ-êîäà CL (D,G). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì äèñêðåòíûå
íîðìèðîâàíèÿ ôóíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ ïðåòåíäåíòàìè íà áàçèñ L (G), â òî÷êå Q∞
(òàáë. 3).

Çàïèøåì ïîðîæäàþùóþ è ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöû êîäà CL (D,G):

G =



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a23 a10 a20 a20 a3 a14 a4 a10 a11 a23 a11 a3 a14 a53

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a2 a7 a7 0 a a15 a22 a21 a a9 a2 a5 a11 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 a14 3 a22 a14 a16 a2 a13 a17 a7 a3 a9 a17 a5 a19

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 a9 a7 a17 a3 3 a14 a5 a20 a11 a8 a22 a13 1 a
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 a2 a20 a22 a4 4 a10 a22 a15 4 a3 a23 a9 a14 a14

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 a20 a9 a22 a17 a13 0 a22 a9 a5 a19 4 a15 a a11

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 a15 a4 2 a22 a13 a2 a21 1 a4 a9 a10 a19 a9 a15

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 a23 a7 a10 a4 3 a5 a17 a16 a21 a20 a11 4 2 3
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 a20 a4 a16 a4 a10 a16 0 a 4 a16 a19 1 a3 a11

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 a11 a16 a21 a20 a19 a21 a13 3 a20 a20 a14 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 a21 a4 a4 a11 a8 a15 2 a7 3 3 a17 4 a8 a2



,
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Òà á ë è ö à 3

Çíà÷åíèÿ íîðìèðîâàíèÿ Áàçèñ L (G) wβ1

1 wβ2

2 wβ3

3

ν∞(1) = 0 1 w0
1w

0
2w

0
3

ν∞

(
x

y2

)
= 3

x

y2
w1

1w
0
2w

0
3

ν∞

(
x

y

)
= 5

x

y
w0

1w
1
2w

0
3

ν∞

(
x2

y4

)
= 6

x2

y4
w2

1w
0
2w

0
3

ν∞(x) = 7 x w0
1w

0
2w

1
3

ν∞

(
x2

y3

)
= 8

x2

y3
w1

1w
1
2w

0
3

ν∞

(
x3

y6

)
= 9

x3

y6
w3

1w
0
2w

0
3

ν∞

(
x2

y2

)
= 10

x2

y2
w0

1w
2
2w

0
3

ν∞

(
x3

y5

)
= 11

x3

y5
w2

1w
1
2w

0
3

ν∞

(
x2

y

)
= 12

x2

y
w0

1w
1
2w

1
3

ν∞

(
x3

y4

)
= 13

x3

y4
w1

1w
2
2w

0
3

ν∞
(
x4

)
= 14 � �

H =



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a9 a15 a8 1 a11 a4 2 a19 a15 a21 a11

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a5 a9 a5 a23 a3 a20 a9 a13 a22 a23 1
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a17 2 a11 a13 a20 a19 a a19 a5 0 a9

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a14 a23 a13 a22 a8 a2 a19 2 a14 a13 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a16 a7 a3 a9 a11 a17 a8 a21 2 a5 a2

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 a5 0 a9 a19 a10 a3 a23 0 a22 a23 a23

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 a7 a13 a22 a17 a8 a7 a4 a19 a19 a23 a16

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 a14 a23 a10 4 a2 4 0 a5 a2 a19 a
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 a2 a20 a16 a a2 a15 a3 a20 a5 a16 a2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 a10 4 a9 a15 a7 a7 a13 a2 a8 a2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 a10 a22 3 a4 a22 a3 a21 a a8 a11 3
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 a a3 a5 2 a20 a7 a4 0 a13 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 a10 a15 a4 a9 a4 a7 a22 a17 3 a7 a7

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 2 a10 a3 a a7 a2 a19 4 a11 a8 0



.

Êîä CL (D,G), àññîöèèðîâàííûé ñ îïðåäåë¼ííîé âûøå êâàðòèêîé Êëåéíà, èìååò ïà-
ðàìåòðû [25, 11, 12], à åãî äóàëüíûé êîä CL (D,G)⊥ �ïàðàìåòðû [25, 14, 9].

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïàðû, èñïðàâëÿþùåé îøèáêè, äëÿ êîäà CL (D,G) íåîáõîäèìî, ÷òî-
áûm > t+g, ãäå t = ⌊(n− deg(G)− 1− g)/2⌋. Â íàøåì ñëó÷àå g = 3 è t = 4. Îïðåäåëèì
âñïîìîãàòåëüíûé äèâèçîð:

H = (t+ g)Q∞ = 7Q∞.

Òîãäà äëÿ êîäà CL (D,G) ïàðàìè, èñïðàâëÿþùèìè 4 îøèáêè, ÿâëÿþòñÿ:

� A = CL (D,H) è B = C⊥
L (D,G + H) ñ ïàðàìåòðàìè [25, 5, 18] è [25, 7, 16] ñîîòâåò-

ñòâåííî;
� A = C⊥

L (D,H) è B = CL (D,H − G) ñ ïàðàìåòðàìè [25, 5, 18] è [25, 7, 16] ñîîòâåò-
ñòâåííî.
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Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïàðû, èñïðàâëÿþùåé îøèáêè äëÿ êîäà C⊥
L (D,G), íåîáõîäèìî, ÷òî-

áû t = ⌊(deg(G)− 3g + 1)/2⌋. Â íàøåì ñëó÷àå g = 3 è t = 2. Îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëü-
íûé äèâèçîð

H ′ = (t+ g)Q∞ = (2 + 3)Q∞.

Òîãäà äëÿ êîäà C⊥
L (D,G) ïàðó, èñïðàâëÿþùóþ äâå îøèáêè, ñîñòàâëÿþò êîäû A =

= CL (D,H ′) è B = CL (D,G−H ′) ñ ïàðàìåòðàìè [25, 3, 20] è [25, 6, 17] ñîîòâåòñòâåííî.

5.4. Ï ð è ì å ð ä å ê î ä è ð î â à í è ÿ À Ã - ê î ä à
í à ý ë ë è ï ò è ÷ å ñ ê î é ê ð è â î é

Ðàññìîòðèì ÀÃ-êîä íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé, ïîñòðîåííûé â ï. 5.1.
Ïóñòü F = Fq(x, y)� ýëëèïòè÷åñêîå ôóíêöèîíàëüíîå ïîëå c óðàâíåíèåì y2 =

= x3 +7x+4 è q = 17. Çàïèøåì ïîðîæäàþùóþ è ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöû [12, 5, 7]-êîäà
CL (D,G), ãäå G = 5P∞:

G =


1 0 0 0 0 8 10 0 8 14 8 16
0 1 0 0 0 9 1 11 4 15 4 13
0 0 1 0 0 14 7 9 2 16 1 16
0 0 0 1 0 3 15 13 7 10 12 14
0 0 0 0 1 1 2 2 14 14 10 10

 ,

H =



1 0 0 0 0 0 0 6 11 12 4 0
0 1 0 0 0 0 0 6 14 9 8 13
0 0 1 0 0 0 0 5 11 10 0 7
0 0 0 1 0 0 0 5 6 15 8 16
0 0 0 0 1 0 0 5 13 12 6 14
0 0 0 0 0 1 0 5 8 0 15 5
0 0 0 0 0 0 1 16 11 6 10 7


.

Â ï. 5.1 ïîëó÷åíû òàêæå êîäû A = CL (D,H) è B = C⊥
L (D,G + H) ñ ïàðàìåòðà-

ìè [12, 3, 9] è [12, 4, 8], ñîñòàâëÿþùèå ïàðó, èñïðàâëÿþùóþ t = 2 îøèáêè äëÿ êîäà
CL (D,G). Çàïèøåì ïîðîæäàþùèå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ êîäîâ:

GA =

1 0 0 8 2 0 15 6 7 3 5 12
0 1 0 9 11 13 5 14 0 4 1 11
0 0 1 1 5 5 15 15 11 11 12 12

 ,

GB =


1 0 0 16 0 3 12 4 8 1 8 15
0 1 0 16 0 3 0 16 15 11 11 12
0 0 1 16 0 0 5 12 9 8 8 9
0 0 0 0 1 16 3 14 4 13 4 13

 .

Ïóñòü y =
(
2 13 15 14 8 1 8 6 12 7 2 6

)
� âåêòîð èç êîäà CL (D,G), ñîäåð-

æàùèé äâå îøèáêè (êðàñíûì öâåòîì âûäåëåíû ïîçèöèè îøèáîê). Ïóíêò 1 àëãîðèòìà
1 çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè ÿäðà M = {a ∈ A : ⟨a ∗ y, b⟩ = 0 äëÿ âñåõ b ∈ B} îòîá-
ðàæåíèÿ ϕ : a 7→ (b 7→ ⟨a ∗ y, b⟩). Êàê óïîìÿíóòî â çàìå÷àíèè 2, ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ

íàõîæäåíèåì îäíîãî âåêòîðà èç ÿäðà, ÷òî è ïðîäåìîíñòðèðîâàíî äàëåå. Ïóñòü
−→
bi ∈ GB,
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âû÷èñëèì ìàòðèöó, ñòîëáöû êîòîðîé ñîñòàâëÿþò çíà÷åíèÿ y ∗
−→
bi :

Gϕ =



2 0 0 0
0 13 0 0
0 0 15 0
3 3 3 0
0 0 0 8
3 3 0 16
11 0 6 7
7 11 4 16
11 10 6 14
7 9 5 6
16 5 16 8
5 4 3 10



.

Íåîáõîäèìî íàéòè îäèí âåêòîð a ∈ A | ⟨a, y ∗ b⟩ = 0, äëÿ ýòîãî ïîäåéñòâóåì îòîáðàæå-
íèåì ϕ íà âñå áàçèñíûå âåêòîðû −→ai ∈ GA. Èç ïîëó÷åííûõ îáðàçîâ ñîñòàâèì ìàòðèöó:

Gϕ(A) =

12 5 5 0
12 12 12 0
7 7 7 0

 ∼

12 5 5
12 12 12
7 7 7

 .

Íàéäÿ ëåâîå ÿäðî ìàòðèöû Gϕ(A) è âûáðàâ ñëó÷àéíûé âåêòîð èç ÿäðà, ïîëó÷èì ñîîò-
âåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû â ëèíåéíîì ðàçëîæåíèè âåêòîðà a, îáðàç êîòîðîãî ðàâåí
íóëåâîìó âåêòîðó:

x ·Gϕ(A) =
[
0 0 0

]
,

x ∈ SpanFq
{(0, 1, 8)}, M = SpanFq

{(0 · −→a0 +−→a1 + 8−→a2)},
a = 0 · −→a0 + 1 · −→a1 + 8 · −→a2 | ϕ(a) = 0 ∀b ∈ B,
a =

(
0 1 8 0 0 2 6 15 3 7 12 5

)
.

Î÷åâèäíî, ÷òî Ie ⊆ I = Z(a) = {0, 3, 4}. Ïåðåéä¼ì ê øàãó 6 è ïîñòðîèì ïðîâåðî÷íóþ
ìàòðèöó HI:

HI =



1 0 0
0 0 0
0 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0


.

Ðåøèâ ñèñòåìó óðàâíåíèé HIu
T = HyT îòíîñèòåëüíî u, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå:

eI = u =
(
7 10 0

)
→ R(eI) =

(
7 0 0 10 0 0 0 0 0 0 0 0

)
.

Îêîí÷àòåëüíî â ðåçóëüòàòå ïðîöåäóðû äåêîäèðîâàíèÿ èìååì

y −R(eI) = ( 2 13 15 14 8 1 8 6 12 7 2 6 )− ( 7 0 0 10 0 0 0 0 0 0 0 0 ) =

= ( 12 13 15 4 8 1 8 6 12 7 2 6 ) = c ∈ CL (D,G).
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