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Ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèõ êîäîâ, àññîöèèðîâàííûõ ñ ìàêñè-
ìàëüíîé êðèâîé ðîäà òðè. Ñ ïîìîùüþ àïïàðàòà ôóíêöèîíàëüíûõ ïîëåé óñòàíîâ-
ëèâàåòñÿ âèä è ñòåïåíü äèâèçîðîâ, ó÷àñòâóþùèõ â ïîñòðîåíèè êîäà, ïðè êîòîðûõ
êîä ÿâëÿåòñÿ èëè íå ÿâëÿåòñÿ MDS-êîäîì.
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ANALYSIS OF MINIMAL DISTANCE OF AG-CODE ASSOCIATED WITH
MAXIMAL CURVE OF GENUS THREE

E. S. Malygina, A.A. Kuninets

Immanuel Kant Baltic Federal University, Kaliningrad, Russia

We consider a class of algebraic geometry codes associated with a maximal curve
of genus three whose number of rational points satisfies the upper Hasse-Weil-Serre
bound. It is proved that the number of rational points of such curve is odd and has
a classification: the first type includes 4-tuples of conjugate points of multiplicity 1,
the second type – couples conjugate points of multiplicity 2, and the third type – a
single point of multiplicity 4. It is found out for which types of points, the divisor of
the functional field of the desired curve and consisting of these points, is the principle.
We consider special cases when deg(G) = 2, 4, and establish the form of a divisor
D, when AG-code CL (D,G) associated with the divisors D and G is MDS-code. It
is shown that the AG-code CL (D,G) is not an MDS-code if the divisor D − G is
principle and deg(G) ⩾ 5. Also it is proved that CL (D,G) is an MDS code if the
divisor D consists only of the first type points of curve conjugated to each other for
deg(D) ⩾ 8 and G = deg(D)+2

2 P∞. And finally it is shown that the dual equivalent
code CL (D,H)⊥ to the code CL (D,G), which is not MDS, will also not be MDS with
conditions deg(D)−α < deg(H) < deg(D), 4 < deg(G) < α+4, 5 < α < deg(D)− 5,
and D consists only of conjugate points of the first type.

Keywords: algebraic geometry code, minimal distance, mds-code, maximal curves,
function field, divisor.
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Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì êëàññ àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèõ êîäîâ, àññîöèèðîâàííûõ ñ ìàêñèìàëü-
íîé êðèâîé ðîäà òðè. Ïîä ëèíåéíûì êîäîì C íàä ïðîñòûì êîíå÷íûì ïîëåì Fp õàðàê-
òåðèñòèêè p ïîíèìàåì ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Fn

p . Îáî-
çíà÷àÿ çà n äëèíó êîäîâîãî ñëîâà ïðîñòðàíñòâà C, à çà k = [C : Fp]� åãî ðàçìåð-
íîñòü,ñ÷èòàåì, ÷òî êîä C èìååò ïàðàìåòðû [n, k]. Êðîìå òîãî, íà âåêòîðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå C çàäàåòñÿ â êà÷åñòâå ìåòðèêè� âåñ Õýììèíãà� òî åñòü ÷èñëî íåíóëåâûõ êîîðäè-
íàò êîäîâîãî ñëîâà. Åùå îäíèì âàæíûì ïàðàìåòðîì êîäà ÿâëÿåòñÿ åãî ìèíèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå d(C)�ìèíèìàëüíûé âåñ Õýììèíãà ñðåäè âñåõ âåñîâ Õýììèíãà êîäîâûõ
ñëîâ êîäà C. Îíî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ÷èñëî îøèáîê t = ⌊d−1

2
⌋, êîòîðîå ìîæåò áûòü

èñïðàâëåíî êîäîì.
Â 1981 ã. Â.Ä. Ãîïïà â [1] ïðåäñòàâèë êëàññ êîäîâ, àññîöèèðîâàííûõ ñ àëãåá-

ðàè÷åñêèìè êðèâûìè íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè, êîòîðûå ïîëó÷èëè íàçâàíèå àëãåáðî-
ãåîìåòðè÷åñêèõ êîäîâ (ÀÃ-êîäû). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÀÃ-êîäà, îïèñàííîãî â ñòàòüå, ìû
èñïîëüçóåì àëãåáðàè÷åñêóþ êðèâóþ, ÷èñëî òî÷åê êîòîðîé äîñòèãàåò âåðõíåé ãðàíèöû
Õàññå�Âåéëÿ�Ñåððà. Òàêèå êðèâûå íàçûâàþòñÿ ìàêñèìàëüíûìè è èìåþò áîëüøîå
÷èñëî ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê. Ñîîòâåòñòâåííî, ÷åì âûøå îòíîøåíèå ÷èñëà òî÷åê ê ðîäó
êðèâîé, òåì ëó÷øèìè õàðàêòåðèñòèêàìè îáëàäàåò ïîñòðîåííûé íà êðèâîé êîä.

Èññëåäîâàíèå ÀÃ-êîäîâ ïðèìå÷àòåëüíî òåì, ÷òî ïðèìåíÿÿ àïïàðàò òåîðèè ôóíê-
öèîíàëüíûõ ïîëåé, çà÷àñòóþ ìû ìîæåì âû÷èñëèòü òî÷íûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ êîäà,
ïîñòðîåííîãî íà àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé. Òàêèì îáðàçîì, àíàëèç ìèíèìàëüíîãî ðàñ-
ñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êîäà áóäåò ïðîâåäåí ñ èñïîëüçîâàíèåì äèâèçîðîâ ôóíêöè-
îíàëüíîãî ïîëÿ, àññîöèèðîâàííîãî ñ ìàêñèìàëüíîé êðèâîé. Îñíîâíîå ïðåèìóùåñòâî
ðàññìîòðåíèÿ â êà÷åñòâå áàçîâûõ èíñòðóìåíòîâ èññëåäîâàíèÿ èìåííî ôóíêöèîíàëü-
íûõ ïîëåé, à íå ãåîìåòðèè àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ, îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ôóíêöèîíàëü-
íûå ïîëÿ êðèâûõ èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî áèðàöèîíàëüíûõ èçîìîðôèçìîâ êðèâûõ.

Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ ðàçìåðíîñòè k ÀÃ-êîäà ìîæíî îñóùåñòâèòü ïîñðåäñòâîì
âû÷èñëåíèÿ ðàçìåðíîñòè ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà Ðèìàíà�Ðîõà, àññîöèèðîâàííîãî ñ
íåêîòîðûìè äèâèçîðàìè êðèâîé. Èçâåñòíàÿ òåîðåìà Ðèìàíà-Ðîõà [2] âî ìíîãèõ ñëó-
÷àÿõ ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ýòî òî÷íî. Â îáùåì ñëó÷àå ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå êîäà óäî-
âëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì íåðàâåíñòâàì n+1− g− k ⩽ d ⩽ n+1− k. Çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ
òî÷íîãî çíà÷åíèÿ ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ÀÃ-êîäîâ çàòðàãèâàåò èññëåäîâàíèå, òàê
íàçûâàåìûõ, MDS-êîäîâ (maximum distance separable codes), ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿ-
íèå êîòîðûõ äîñòèãàåò ãðàíèöû Ñèíãëòîíà, ò.å. d = n + 1 − k. Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåí
àíàëèç íåêîòîðûõ ñëó÷àåâ, êîãäà ÀÃ-êîäû ÿâëÿþòñÿ/íå ÿâëÿþòñÿ MDS-êîäàìè â çà-
âèñèìîñòè îò çàäàíèÿ äèâèçîðîâ ôóíêöèîíàëüíîãî ïîëÿ êðèâîé, ñ êîòîðûìè ýòîò êîä
àññîöèèðîâàí.

Ñòðóêòóðà ñòàòüè ñëåäóþùàÿ. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ïðåäñòàâëåíû ïðåäâàðèòåëü-
íûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ôóíêöèîíàëüíûõ ïîëåé, îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî êðàòêîé
òåîðèè äèâèçîðîâ, ïîñêîëüêó èìåííî îíè ëåæàò â îñíîâå èññëåäîâàíèÿ. Âòîðîé ïàðà-
ãðàô ïîñâÿùåí îïèñàíèþ ìàêñèìàëüíîé êðèâîé ðîäà òðè, íà áàçå êîòîðîé ñòðîèòñÿ
ÀÃ-êîä, è åå òî÷åê. Â òðåòüåì ïàðàãðàôå îòðàæåí îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû. Íàéäå-
íû îãðàíè÷åíèÿ íà ñòåïåíè äèâèçîðîâ D è G, àññîöèèðîâàííûõ ñ ÀÃ-êîäîì CL (D,G),
îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ïîêàçàíî, êîãäà CL (D,G) ÿâëÿåòñÿ MDS-êîäîì, à êîãäà íåò.

1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ôóíêöèîíàëüíûõ ïîëåé

Íà ïðîòÿæåíèè âñåõ ïðåäâàðèòåëüíûõ ñâåäåíèé ïîä K áóäåì ïîíèìàòü ïðîèçâîëü-
íîå ïîëå, ïðè íåîáõîäèìîñòè âíîñÿ óòî÷íåíèÿ.
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Îïðåäåëåíèå 1. Àëãåáðàè÷åñêèì ôóíêöèîíàëüíûì ïîëåì F/K îò îäíîé ïåðå-
ìåííîé íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåíèå F ïîëÿ K, òàêîå, ÷òî F ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì àëãåáðà-
è÷åñêèì ðàñøèðåíèåì K(x) äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà x ∈ F , ÿâëÿþùåãîñÿ òðàíñöåí-
äåíòíûì íàä K.

Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü F/K ïðîñòî ôóíêöèîíàëüíûì ïîëåì. Òî÷êàìè
ôóíêöèîíàëüíîãî ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíûå èäåàëû, òàê íàçûâàåìîãî, êîëüöà íîð-
ìèðîâàíèÿ ïîëÿ F , îïðåäåëåíèå êîòîðîãî ìîæíî ïîñìîòðåòü â [2, De�nition 1.1.4]. Ïîä
êîëüöîì íîðìèðîâàíèÿ òî÷êè P áóäåì ïîíèìàòü ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî:

OP = {z ∈ F : z−1 ̸∈ P}.

Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ôóíêöèîíàëüíîãî ïîëÿ F/K áóäåì îáîçíà÷àòü PF . Ñòåïåíü òî÷-
êè P ôóíêöèîíàëüíîãî ïîëÿ F/K îïðåäåëèì êàê ñòåïåíü ðàñøèðåíèÿ ïîëåé degP =
[OP/P : K].

Íàïîìíèì, ÷òî, ñîãëàñíî [2], âñÿêèé ýëåìåíò 0 ̸= z ∈ F èìååò åäèíñòâåííîå ïðåä-
ñòàâëåíèå z = tnu, åñëè P = tOP , u ∈ O∗

P è n ∈ Z.
Îïðåäåëåíèå 2. Ñ êàæäîé òî÷êîé P ∈ PF àññîöèèðóåì ôóíêöèþ

vP : F → Z ∪ {∞},

êîòîðàÿ èãðàåò ðîëü äèñêðåòíîãî íîðìèðîâàíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî ïîëÿ F/K:

vP (z) = n äëÿ z = tnu, vP (0) = ∞.

Ñ÷èòàåì, ÷òî òî÷êà P èìååò íóëü â z òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà vP (z) > 0, è èìååò
ïîëþñ â z òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà vP (z) < 0.

Îïðåäåëåíèå 3. Àáåëåâà ãðóïïà DF , ïîðîæä¼ííàÿ òî÷êàìè ôóíêöèîíàëüíîãî
ïîëÿ F/K, íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé äèâèçîðîâ ïîëÿ F/K.

Ýëåìåíòû ãðóïïû DF íàçûâàþòñÿ äèâèçîðàìè ïîëÿ F/K. Äèâèçîð ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ôîðìàëüíóþ ñóììó òî÷åê:

D =
∑

P∈PF

nPP, ãäå nP ∈ Z è ïî÷òè âñå nP = 0.

Íîñèòåëåì äèâèçîðà D ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî

supp(D) = {P ∈ PF : nP ̸= 0}.

Äëÿ P ∈ PF è äèâèçîðà D îïðåäåëèì vP (D) = nP . Òàêèì îáðàçîì,

D =
∑

P∈supp(D)

vP (D)P.

Íà DF îïðåäåëåíî òàêæå ÷àñòè÷íîå óïîðÿäî÷èâàíèå, à èìåííî,

D1 ⩽ D2 ⇔ vP (D1) ⩽ vP (D2) äëÿ âñåõ P ∈ PF .

Ñòåïåíü äèâèçîðà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

deg(D) =
∑

P∈PF

vP (D) degP.
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Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü f ∈ F \ {0}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z (÷åðåç N) ìíîæåñòâî
íóëåé (ïîëþñîâ) ôóíêöèè f â PF . Òîãäà äëÿ f îïðåäåëèì å¼ äèâèçîð íóëåé:

(f)0 =
∑
P∈Z

vP (f)P ;

äèâèçîð ïîëþñîâ:
(f)∞ =

∑
P∈N

(−vP (f))P ;

ãëàâíûé äèâèçîð:
(f) = (f)0 − (f)∞.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî

deg(f)0 = deg(f)∞ = [F : K(f)].

Äàëåå îïðåäåëèì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè â ãðóïïå äèâèçîðîâ DF .

Îïðåäåëåíèå 5. Ìíîæåñòâî äèâèçîðîâ âèäà

PrincF = {(x) : 0 ̸= x ∈ F}

íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé ãëàâíûõ äèâèçîðîâ ïîëÿ F/K.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî PrincF äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû DF îò-
íîñèòåëüíî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ (f) + (g) = (fg) äëÿ f, g ∈ F \ {0}.

Îïðåäåëåíèå 6. Ôàêòîðãðóïïà

ClF = DF/PrincF

íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé êëàññîâ äèâèçîðîâ ïîëÿ F/K. Ýëåìåíòàìè ClF ÿâëÿþòñÿ êëàññû
[D], çàäàâàåìûå ïðåäñòàâèòåëÿìè D. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâà äèâèçîðà D è D′ èç
DF ýêâèâàëåíòíû D ∼ D′, åñëè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî D = D′ + (f) äëÿ íåêîòîðîé
íåíóëåâîé ôóíêöèè f ∈ F .

Òåïåðü äàäèì îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâó Ðèìàíà�Ðîõà, îäíîìó èç ãëàâíûõ ïîíÿ-
òèé â òåîðèè ôóíêöèîíàëüíûõ ïîëåé.

Îïðåäåëåíèå 7. Äëÿ äèâèçîðà D ∈ DF ïðîñòðàíñòâîì Ðèìàíà�Ðîõà íàçûâà-
åòñÿ ìíîæåñòâî âèäà:

L (D) = {f ∈ F : (f) ⩾ −D} ∪ {0}.

Îòìåòèì, ÷òî L (D) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì
K, ïðè ýòîì, öåëîå dimD = dimL (D) íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ äèâèçîðà D.

Îïðåäåëåíèå 8. Ðîä ôóíêöèîíàëüíîãî ïîëÿ F/K îïðåäåë¼í ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì

g = max{deg(D)− dim(D) + 1 : D ∈ DF}.
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî áëàãîäàðÿ íåêîòîðûì îãðàíè÷åíèÿì, íàêëàäûâàåìûì íà ñòå-

ïåíü äèâèçîðà, ìû ìîæåì òî÷íî âû÷èñëèòü ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà Ðèìàíà�Ðîõà,
àññîöèèðîâàííîãî ñ ýòèì äèâèçîðîì, èëè äëÿ ïðîñòîòû ðàçìåðíîñòü ñàìîãî äèâèçîðà.
Ôîðìóëà äëÿ ïîäñ÷åòà ðàçìåðíîñòè íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç èçâåñòíîé òåîðåìû
Ðèìàíà-Ðîõà [2, Theorem 1.5.15]:

Òåîðåìà 1. Åñëè D�äèâèçîð F/K è deg(D) ⩾ 2g − 1, òî

dim(D) = deg(D) + 1− g.
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2. Ìàêñèìàëüíàÿ êðèâàÿ ðîäà òðè

Îïðåäåëåíèå 9. Ïóñòü C � ãëàäêàÿ íåïðèâîäèìàÿ ïðîåêòèâíàÿ êðèâàÿ ðîäà g,
îïðåäåë¼ííàÿ íàä êîíå÷íûì ïîëåì Fp. Íàçîâåì êðèâóþ C îïòèìàëüíîé, åñëè ÷èñëî å¼
ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê óäîâëåòâîðÿåò ãðàíèöå Õàññå �Âåéëÿ�Ñåððà

#C(Fp) = p+ 1± g(C)⌊2√p⌋.

Â ñëó÷àå ¾−¿ êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé, â ñëó÷àå ¾+¿�ìàêñèìàëüíîé.

Â ðàáîòå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìàêñèìàëüíûå êðèâûå ðîäà òðè. Ìàêñèìàëü-
íîñòü îáåñïå÷èò ïîñòðîåíèå äëèííûõ êîäîâ, à çíà÷åíèå ðîäà g(C) = 3 ïîçâîëèò çàäàòü
êðèâóþ ÿâíî ñîãëàñíî [3, Ïðåäëîæåíèå 3.2.1]:{

z2 = α0 + α1x+ α2x
2 + β0y,

y2 = x3 + ax+ b,
(1)

ãäå α0, α1, α2, β0, a, b ∈ Fp.
Òàêèå êðèâûå ñóùåñòâóþò íàä îïðåäåëåííûìè êîíå÷íûìè ïîëÿìè, à èìåííî, íàä

ïîëÿìè ñ äèñêðèìèíàíòàìè {−19,−43,−67,−163} [3]. Ïîä äèñêðèìèíàíòîì êîíå÷íîãî
ïîëÿ Fp áóäåì ïîíèìàòü ÷èñëî

d(Fp) = ⌊2√p⌋2 − 4p.

Ìû ìîæåì óïðîñòèòü óðàâíåíèå (1), ñâåäÿ åãî ê ïåðåìåííûì x è z. Âûðàæàÿ èç

ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû çíà÷åíèå y = z2−α2x2−α1x−α0

β0
è ïîäñòàâëÿÿ åãî âî âòîðîå

óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì

z4+(−2α2x
2−2α1x−2α0)z

2+(α2
2x

4+(2α1α2−β2
0)x

3+(2α0α2+α2
1)x

2+(2α0α1−β2
0a)x+(α2

0−β2
0b)) = 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè x ∈ Fp óðàâíåíèå ìîæåò èìåòü 4 ðàçëè÷íûõ
ïðîñòûõ êîðíÿ, ëèáî 2 ðàçëè÷íûõ êîðíÿ êðàòíîñòè 2 êàæäûé èëè îäèí êîðåíü êðàò-
íîñòè 4. Ñîïîñòàâèì ýòè êîðíè òî÷êàì êðèâîé ñîãëàñíî òð¼ì òèïàì:

� Åñëè óðàâíåíèå èìååò 4 ðàçëè÷íûõ êîðíÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàì P1, P2, P3, P4,
òî áóäåì îòíîñèòü ýòè òî÷êè ê òèïó I.

� Åñëè óðàâíåíèå èìååò òîëüêî 2 ðàçëè÷íûõ êîðíÿ êðàòíîñòè 2 êàæäûé, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ òî÷êàì Q1 è Q2, òî áóäåì îòíîñèòü ýòè òî÷êè ê òèïó II.

� Åñëè óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü êðàòíîñòè 4, ñîîòâåòñòâóþùèé òî÷êå
P , òî áóäåì îòíîñèòü ýòó òî÷êó ê òèïó III.

Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëî ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê ðàññìàòðèâàåìîé êðèâîé ÿâëÿåòñÿ íå÷åò-
íûì.

Óòâåðæäåíèå 1. ×èñëî ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê êðèâîé C/Fp âñåãäà áóäåò íå÷åò-
íûì è èìåòü âèä 4s1 + 2s2 + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ãðàíèöå Õàññå�Âåéëÿ�Ñåððà, ÷èñëî òî÷åê ìàêñè-
ìàëüíîé êðèâîé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

|C(Fp)| = p+ 1 + 3⌊2√p⌋.

Ìû ðàññìàòðèâàåì êðèâûå íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè ñ íå÷åòíûìè äèñêðèìèíàíòàìè
d = (⌊2√p⌋)2 − 4p. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ p�íå÷åòíîå ÷èñëî, èìååì
⌊2√p⌋�íå÷åòíî, îòêóäà |C(Fp)|�íå÷åòíî.
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Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òèïû òî÷åê, ïîëó÷àåì

|C(Fp)| = n = 4s1 + 2s2 + 1,

ãäå s1�÷èñëî ÷åòâåðîê òèïà I, s2�÷èñëî äâîåê òèïà II. Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà ñ êîîðäè-
íàòîé (x, 0) ó ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà êðèâîé áóäåò, âñåãäà îäíà.

Çàìå÷àíèå 1. Îòìåòèì, ÷òî áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà êðèâîé C, êîòîðóþ îáî-
çíà÷èì P∞, íå ÿâëÿåòñÿ Fp-ðàöèîíàëüíîé.

Ñîãëàñíî [3, Ïðåäëîæåíèå 3.1.2] îïòèìàëüíàÿ êðèâàÿ C ðîäà 3 íàä Fp ÿâëÿåòñÿ
äâîéíûì íàêðûòèåì îïòèìàëüíîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé. Îáîçíà÷èâ ýòî íàêðûòèå
f : C → E, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè îòîáðàæåíèè f áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà P∞ êðèâîé C
ëåæèò íàä áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé ∞ ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E, êîòîðàÿ, â ñâîþ
î÷åðåäü, ëåæèò íàä áåñêîíå÷íîé òî÷êîé ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé P1. Ïðè ýòîì degP∞ = 2,
÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñòåïåíè íàêðûòèÿ.

3. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Ïóñòü F = Fp(C)�ôóíêöèîíàëüíîå ïîëå êðèâîé, çàäàííîé óðàâíåíèåì (1),
P1, P2, . . . , Pn �ïîïàðíî ðàçëè÷íûå òî÷êè ïîëÿ F/Fp ñòåïåíè îäèí è D = P1+ . . .+Pn.
Íàïîìíèì, ÷òî P∞ � áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà ïîëÿ F/Fp ñòåïåíè äâà. Îáîçíà÷èì
çà G�äèâèçîð ïîëÿ F/Fp, êðàòíûé P∞, òîãäà supp(G) ∩ supp(D) = ∅.

Îïðåäåëåíèå 10. ÀÃ-êîäîì CL (D,G), àññîöèèðîâàííûì ñ äèâèçîðàìè D è G,
ÿâëÿåòñÿ îáðàç ãîìîìîðôèçìà:

ev :

{
L (G) → Fn

p ,

f 7→ (f(P1), . . . , f(Pn)).

Î÷åâèäíî, ÷òî ÿäðî ýòîãî ãîìîìîðôèçìà Ker(ev) = L (G−D). Åñëè degG < n, òî
L (G−D) = {0}. Ñëåäîâàòåëüíî, ev�èíúåêòèâíî è

dim CL (D,G) = dim(G) = dimL (G) = deg(G) + 1− g = deg(G)− 2

ïðè óñëîâèè, ÷òî deg(G) ⩾ 2g − 1 = 5. Çäåñü èñïîëüçóåì óòâåðæäåíèå Òåîðåìû 1.
Îòìåòèì, ÷òî, ñîãëàñíî [2, Theorem 2.2.2], CL (D,G) ÿâëÿåòñÿ [n, k, d]-êîäîì ñ ïàðà-

ìåòðàìè
k = dim(G)− dim(G−D) è d ⩾ n− deg(G).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ d = d(C) ïðîâåäåì ñëåäóþùèå ðàñ-
ñóæäåíèÿ. Ïóñòü c ∈ CL (D,G)�êîäîâîå ñëîâî âåñà δ. Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
f ∈ L (G), òàêàÿ, ÷òî ev(f) = c è f îáíóëÿåòñÿ â òî÷êàõ {Pi|i ∈ I} äëÿ íåêîòîðîãî
I ⊆ {1, . . . , n} è |I| = n− δ.

Åñëè èçíà÷àëüíî ðàññìîòðåòü f ∈ L (G −
∑

I Pi) ⊂ L (G), òî ïî îïðåäåëå-
íèþ ïðîñòðàíñòâà Ðèìàíà-Ðîõà èìååì ñîîòíîøåíèå (f) ⩾

∑
I Pi − G. Êðîìå òîãî,

deg(
∑

I Pi − G) = n − δ − deg(G). Åñëè deg(G) = n − δ, òî deg(
∑

I Pi − G) = 0 è
(f) =

∑
I Pi −G. Ñîîòâåòñòâåííî,

∑
I Pi −G� ãëàâíûé äèâèçîð.

Ïîñêîëüêó G−
∑

I Pi < G, òî dim(G−
∑

I Pi) < dim(G). Òîãäà, î÷åâèäíî,

dim(G−
∑
I

Pi) + d(C) < dim(G) + d(C) ⩽ n+ 1.

Ñîãëàñíî âûøåñêàçàííîìó è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî deg(G) ⩾ 5 è deg(G) =
|{Pi}|, èìååì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
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Óòâåðæäåíèå 2. Îáîçíà÷èì D =
∑

I Pi, ãäå I ⊆ {1, . . . , n}. Åñëè äèâèçîð D−G
ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ïðè óñëîâèè, ÷òî deg(G) ⩾ 5, òî êîä CL (D,G) íå ÿâëÿåòñÿ MDS-
êîäîì.

Âûÿñíèì, êàêèå äèâèçîðû â ôóíêöèîíàëüíîì ïîëå êðèâîé F/Fp ÿâëÿþòñÿ ãëàâíû-
ìè.

Ëåììà 1. Ïóñòü F = Fp(C)�ôóíêöèîíàëüíîå ïîëå îïòèìàëüíîé êðèâîé C ðîäà
òðè.

1) Òî÷êà P ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé òèïà III òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äèâèçîð 4P − 2P∞
ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì.

2) Òî÷êè Q1 è Q2 ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè òèïà II òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äèâèçîð
2(Q1 +Q2)− 2P∞ ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì.

3) Òî÷êè P1, P2, P3, P4 ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè òèïà I òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äèâèçîð
P1 + P2 + P3 + P4 − 2P∞ ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ f ∈ F \ {0} âûïîëíÿåòñÿ

deg(f)0 = deg(f)∞ = [F : Fp(x)] = 4.

Äàëåå ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ëèøü ïåðâîãî ñëó÷àÿ, ïîñêîëüêó äëÿ îñòàâøèõñÿ ñëó-
÷àåâ ðàññóæäåíèÿ áóäóò àíàëîãè÷íû.

(Äîñòàòî÷íîñòü): Ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ∈ F , òàêàÿ, ÷òî åå ãëàâíûé
äèâèçîð èìååò âèä

(f) = 4P − 2P∞.

Âû÷èñëèì dim(2P∞). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî êðèâàÿ C íå ÿâëÿåòñÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé [3,
Ëåììà 3.1.3], è òîò ôàêò, ÷òî â ãèïåðýëëèïòè÷åñêîì ñëó÷àå, åñëè deg(P∞) = 2, òî
dim(P∞) ⩾ 2 [2, Lemma 6.2.2], ïîëó÷àåì dim(P∞) = 1. Ñîãëàñíî òåîðåìå Êëèôôîðäà [2,
Theorem 1.6.13] èìååì

dim(2P∞) ⩽ 1 +
1

2
· deg(2P∞) = 3.

Îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíîé êðèâîé óðàâíåíèåì (1) ñîîòâåòñòâóåò ðàññìîòðåíèþ ñëó-
÷àÿ dim(2P∞) = 3 [3]. Òîãäà â êà÷åñòâå f ìîæåì ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ f ∈ L (2P∞) =
⟨1, x, z⟩. Ñëåäîâàòåëüíî, f ∈ Fp(x, z) è 4P ÿâëÿåòñÿ äèâèçîðîì íóëåé ôóíêöèè f â
Fp(x, z), à çíà÷èò, P �íóëü ôóíêöèè f ñ êðàòíîñòüþ 4. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà P îòíî-
ñèòñÿ ê òèïó III.

(Íåîáõîäèìîñòü): Åñëè òî÷êà P íàä Fp(x) îòíîñèòñÿ ê òèïó III, çíà÷èò, P ÿâëÿåòñÿ
íóëåì íåêîòîðîé ôóíêöèè f ∈ Fp(x, z) êðàòíîñòè 4. Òîãäà äèâèçîð 4P − 2P∞ èìååò
íóëåâóþ ñòåïåíü è ïî ïîñòðîåíèþ ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì, ò.å. (f) = 4P − 2P∞.

Çàìå÷àíèå 2. Îòìåòèì, ÷òî ðàçëè÷íûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ïðåäñòàâëåííûõ
âûøå ãëàâíûõ äèâèçîðîâ òàêæå äàäóò ãëàâíûé äèâèçîð.

Çàìå÷àíèå 3. Ïîñêîëüêó â Óòâåðæäåíèè 2 â çàïèñè äèâèçîðà D ôèãóðèðóþò
òî÷êè áåç ó÷åòà èõ êðàòíîñòè, òî D ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì, åñëè Pi, 1 ⩽ i ⩽ 4 îòíîñÿòñÿ ê
òèïó I è îáðàçóþò ÷åòâåðêè ñîïðÿæåííûõ òî÷åê.

Ñëåäîâàòåëüíî, CL (D,G) ÿâëÿåòñÿ MDS-êîäîì, åñëè äèâèçîð D − G íå ÿâëÿåòñÿ
ãëàâíûì, ïðè÷åì äèâèçîð D =

∑
I Pi, I ⊆ {1, . . . , n} âñå òàêæå ñîñòîèò èç ÷åòâåðîê

ñîïðÿæåííûõ òî÷åê, îòíîñÿùèõñÿ ê òèïó I, è degG ⩾ 5. Îäíàêî íå ÿñíî, ÷åìó â ýòîì
ñëó÷àå ðàâíà ñòåïåíü äèâèçîðà G.

Ïðåæäå ÷åì îïðåäåëèòü âèä äèâèçîðà G ïðè deg(G) ⩾ 5, ÷òîáû êîä CL ÿâëÿëñÿ
MDS-êîäîì, ðàññìîòðèì ñëó÷àè, êîãäà deg(G) < 5.



8 Å. Ñ. Ìàëûãèíà, À. À. Êóíèíåö

Òåîðåìà 2. CL (D,P∞) ÿâëÿåòñÿ MDS-êîäîì äëÿ íåêîòîðîãî äèâèçîðà D ñòåïåíè
2.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîñêîëüêó G = P∞, òî deg(G) = 2 è dim(G) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, áàçèñ ïðîñòðàí-
ñòâà Ðèìàíà�Ðîõà L (G) ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ôóíêöèè {1}. Â êà÷åñòâå äèâèçîðà
D ðàññìîòðèì D = P1 + . . .+ Pn, ãäå Pi, 1 ⩽ i ⩽ n, � òî÷êè ñòåïåíè îäèí ëþáîãî òèïà.
Ñîîòâåòñòâåííî, ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà êîäà èìååò âèä

( 1(P1) . . . 1(Pn) ) = ( 1 . . . 1 ).

Î÷åâèäíî, k = 1 è âåñ åäèíñòâåííîé ñòðîêè ìàòðèöû ðàâåí ÷èñëó òî÷åê n äèâèçîðà
D. Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå êîäà d(C) = n, ÷òî åñòü âåðõíÿÿ ãðàíèöà
Ñèíãëòîíà. Ñëåäîâàòåëüíî, êîä CL (D,P∞) ÿâëÿåòñÿ MDS-êîäîì.

Òåîðåìà 3. CL (D, 2P∞) ÿâëÿåòñÿ MDS-êîäîì, åñëè äèâèçîð D èìååò ñëåäóþùèé
âèä:

1) D = P1 + P2 + P3 + P4, ãäå Pi �÷åòâåðêà ñîïðÿæåííûõ òî÷åê.
2) D = P1 + P2 +Q1 +Q2, ãäå Pi è Qi �ïàðû ñîïðÿæåííûõ òî÷åê òèïà I èëè II.
3) D = P1+P2+Q+S, ãäå Pi �ïàðà ñîïðÿæåííûõ òî÷åê òèïà I èëè II, Q ̸= S � òî÷êè

ëþáîãî òèïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ G = 2P∞ è dim(G) = 3. Ñîîòâåòñòâåííî, áàçèñ
ïðîñòðàíñòâà Ðèìàíà�Ðîõà L (G) ðàâåí {1, x, z}, òîãäà ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà êîäà
CL (D,G) èìååò âèä

M =

 1 1 1 1
x(P ) x(Q) x(S) x(T )
z(P ) z(Q) z(S) z(T )

 ,

ãäå P,Q, S, T ∈ supp(D).
1) Ïóñòü D = P1 + P2 + P3 + P4. Ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà êîäà CL (D,G) èìååò âèä

M =

 1 1 1 1
x(P1) x(P2) x(P4) x(P4)
z(P1) z(P2) z(P4) z(P4)

 .

Ïîñêîëüêó {Pi}1⩽i⩽4 îáðàçóþò ÷åòâåðêó ñîïðÿæåííûõ òî÷åê, òî x(P1) = x(P2) =
x(P4) = x(P4), è, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâàÿ è âòîðàÿ ñòðîêè ìàòðèöû ýêâèâàëåíòíû. Ýòî
çíà÷èò, ÷òî ðàçìåðíîñòü êîäà k = 2 è rank(M) = 3 = d(C), è CL (D,G)�MDS-êîä, òàê
êàê d(C) = n+ 1− k.

2) Ïóñòü D = P1 +P2 +Q1 +Q2, ãäå Pi è Qi �ïàðû ñîïðÿæåííûõ òî÷åê òèïà I èëè
II. Ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà êîäà CL (D,G) èìååò âèä

M =

 1 1 1 1
x(P1) x(P2) x(Q1) x(Q2)
z(P1) z(P2) z(Q1) z(Q2)

 .

Ïîñêîëüêó {Pi}1⩽i⩽2 è {Qi}1⩽i⩽2 îáðàçóþò äâîéêè ñîïðÿæåííûõ òî÷åê, òî x(P1) = x(P2)
è x(Q1) = x(Q2). Ñëåäîâàòåëüíî, k = 3 è rank(M) = 2 = d(C). Òîãäà CL (D,G)�MDS-
êîä, òàê êàê d(C) = n+ 1− k.
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3) D = P1 + P2 + Q + S, ãäå Pi �ïàðà ñîïðÿæåííûõ òî÷åê òèïà I èëè II, Q ̸= S �
òî÷êè ëþáîãî òèïà. Ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà êîäà CL (D,G) èìååò âèä

M =

 1 1 1 1
x(P1) x(P2) x(Q) x(S)
z(P1) z(P2) z(Q) z(S)

 .

Ïîñêîëüêó {Pi}1⩽i⩽2 îáðàçóþò äâîéêè ñîïðÿæåííûõ òî÷åê, òî x(P1) = x(P2). Ñëåäîâà-
òåëüíî, k = 3 è rank(M) = 2 = d(C). Òîãäà CL (D,G)�MDS-êîä.

Çàìå÷àíèå 4. Îòìåòèì, ÷òî Òåîðåìà 3 ðàáîòàåò â òîì ñëó÷àå, êîãäà òðåòüÿ ñòðî-
êà ìàòðèöû M ñîñòîèò èç ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Çàìå÷àíèå 5. Åñëè D = P1 + P2 + P3 + Q, ãäå {Pi}1⩽i⩽3 � ñîïðÿæåííûå òî÷êè
òèïà I, Q� òî÷êà ëþáîãî òèïà, òî k = 3, d(C) = 1 è CL (D,G) íå ÿâëÿåòñÿ MDS-êîäîì.

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì òåîðåìó, êîãäà D ñîñòîèò èç ÷åòâåðîê ñîïðÿæåí-
íûõ òî÷åê òèïà I, à deg(G) ̸= 2, 4, n.

Òåîðåìà 4. CL (D,G) ÿâëÿåòñÿ MDS-êîäîì, åñëè äèâèçîð D ñîñòîèò òîëüêî èç
÷åòâåðîê ñîïðÿæåííûõ òî÷åê òèïà I, deg(D) = n, n ⩾ 8 è G = n+2

2
P∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ÷èñëî òî÷åê â çàïèñè äèâèçîðà D ðàâíî n ≡ 0
mod 4, òî n = 4k äëÿ k ∈ N è

D = P
(1)
1 + P

(1)
2 + P

(1)
3 + P

(1)
4 + . . .+ P

(k)
1 + P

(k)
2 + P

(k)
3 + P

(k)
4 ,

ãäå âñå òî÷êè P
(j)
i , 1 ⩽ i ⩽ 4, 1 ⩽ j ⩽ k, ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè òèïà I.

Ñîãëàñíî Óòâåðæäåíèþ 2, CL (D,G) íå ÿâëÿåòñÿ MDS-êîäîì, åñëè deg(G) = n,
ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå äèâèçîð D −G ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì.

Îïðåäåëèì, ïðè êàêîì G êîä CL (D,G) áóäåò ÿâëÿòüñÿ MDS-êîäîì. Òàê êàê

n

2
P∞ − (P

(1)
1 + . . .+ P

(k)
4 ) ⩽

(n
2
+ 1

)
P∞ − (P

(1)
1 + . . .+ P

(k)
4 ),

òî
L

(n
2
P∞ − (P

(1)
1 + . . .+ P

(k)
4 )

)
⊆ L

((n
2
+ 1

)
P∞ − (P

(1)
1 + . . .+ P

(k)
4 )

)
.

Çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì áëèæàéøåå ïî âêëþ÷åíèþ ïðîñòðàíñòâî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî
dimL (P∞) = 1. Ñîîòâåòñòâåííî,

n

2
P∞ − (P

(1)
1 + . . .+ P

(k)
4 ) =

(n
2
+ 1

)
P∞ − (P

(1)
1 + . . .+ P

(k)
4 )− P∞,

îòêóäà èìååì

(2k + 1)P∞ − (P
(1)
1 + . . .+ P

(k)
4 ) = 2kP∞ − (P

(1)
1 + . . .+ P

(k)
4 ) + P∞.

Ïîñêîëüêó äèâèçîð 2kP∞ − (P
(1)
1 + . . .+ P

(k)
4 )� ãëàâíûé, ïîëó÷àåì

(2k + 1)P∞ − (P
(1)
1 + . . .+ P

(k)
4 ) ∼ P∞.

Òàê êàê P∞ íå ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì äèâèçîðîì, òî äèâèçîð (2k + 1)P∞−(P
(1)
1 + . . .+P

(k)
4 )

òàêæå íåãëàâíûé. Ñëåäîâàòåëüíî, êîä CL (D,G) ÿâëÿåòñÿ MDS-êîäîì ïðè D = P
(1)
1 +

. . .+ P
(k)
4 è G =

(
n+2
2

)
P∞.

Ðàññìîòðèì áîëåå îáùèé ñëó÷àé, êîãäà ñòåïåíü äèâèçîðà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî âû-
÷èñëÿåòñÿ ðàçìåðíîñòü êîäà, ìåíüøå ÷èñëà òî÷åê äèâèçîðà D.
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Òåîðåìà 5. Ïóñòü n ⩾ 12, α ∈ N, 5 < α < n − 5 è ïóñòü çàäàí äèâèçîð D =
P

(1)
1 + . . . + P

(k)
4 , ãäå P

(j)
i îáðàçóþò ÷åòâåðêè ñîïðÿæåííûõ òî÷åê òèïà I è n = 4k, à

òàêæå çàäàí äèâèçîðG, ãäå supp(G)∩supp(D) = ∅ è 4 < deg(G) < α+4. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî CL (D,G) íå ÿâëÿåòñÿ MDS-êîäîì. Òîãäà ñóùåñòâóåò äèâèçîð H ôóíêöèîíàëüíîãî
ïîëÿ F , òàêîé, ÷òî supp(H) ∩ supp(D) = ∅ è n − α < deg(H) < n, è êîä CL (D,H) íå
ÿâëÿåòñÿ MDS-êîäîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ñóùåñòâóåò äèâèçîð H, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì òåîðåìû, íî êîä CL (D,H) ÿâëÿåò-
ñÿ MDS-êîäîì. Ñîãëàñíî [4, Theorem 2.5], ñóùåñòâóåò äèâèçîð G, supp(G)∩ supp(D) =
∅ è 0 ⩽ degG ⩽ n, è âåêòîð a ∈ Fn

p âåñà n, òàêèå, ÷òî

a · CL (D,G) = CL (D,H)⊥.

Äëÿ áîëåå äåòàëüíîãî îçíàêîìëåíèÿ ñî ñòðóêòóðîé äóàëüíîãî êîäà ñì. [2]. Çäåñü ìû
òîëüêî îòìåòèì, åñëè CL (D,H)�äóàëüíûé êîä ê CL (D,G), òî

dim(G) + dim(H) = k.

Åñëè CL (D,H)�MDS-êîä, òî CL (D,H)⊥ òàêæå ÿâëÿåòñÿ MDS-êîäîì òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà a · CL (D,G)�MDS-êîä, à ýòî âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
CL (D,G)�MDS-êîä.

Ïðè ýòîì, åñëè deg(G) ⩾ 5 è deg(H) ⩾ 5, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ïî óñëîâèþ, òî

deg(G)− 2 = dim(G) = n− dim(H) = n− (deg(H)− 2) = n+ 2− deg(H).

Ñëåäîâàòåëüíî, deg(H) = n+ 4− deg(G). Ïîñêîëüêó n− α < deg(H) < n, òî

n− α < n+ 4− deg(G) < n,

îòêóäà
4 < deg(G) < α+ 4,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ, ÷òî CL (D,G) íå ÿâëÿåòñÿ MDS-êîäîì.
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