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Представлен алгоритм вычисления идеала Штикельбергера для мультиквадра-
тичного поля K = Q(

√
d1,
√
d2, . . . ,

√
dn), где di ≡ 1 mod 4, i ∈ {1, . . . , n}, или

некоторый dj ≡ ±2 mod 8, j ∈ {1, . . . , n}, все di – целые, попарно взаимно простые
и свободные от квадратов. В основу работы положена статья Р. Кучеры [J. Number
Theory, no. 56, 1996]. Мы предлагаем алгоритм вычисления идеала Штикельбер-
гера, работающий за время O(lg ∆K ·2n ·poly(n)), где ∆K —дискриминант поля K.
В качестве приложения показана взаимосвязь идеала Штикельбергера с числом
классов мультиквадратичного поля.
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We present an algorithm for computing the Stickelberger ideal for multiquadratic
fields K = Q(

√
d1,
√
d2, . . . ,

√
dn), where the integers di ≡ 1 mod 4 for i ∈ {1, . . . , n}

or dj ≡ 2 mod 8 for one j ∈ {1, . . . , n}; all di’s are pairwise co-prime and square-
free. Our result is based on the paper of Kučera [J. Number Theory, no. 56, 1996].
The algorithm we present works in time O(lg ∆K · 2n · poly(n)), where ∆K is the
discriminant of K. As an interesting application, we show a connection between
Stickelberger ideal and the class number of a multiquadratic field.
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Введение
Идеал Штикельбергера I числового поля K — это идеал групповой алгебры Z[GK ],

где GK = Gal(K/Q) — группа Галуа поляK. Ключевое свойство идеалаШтикельберге-
ра, известное как теорема Штикельбергера [1] (современное изложение см. в [2, § 6.2]),
заключается в том, что элементы этого идеала аннигилируют группу классов K, то
есть для любого σ ∈ I и любого дробного идеала J кольца целых поля K идеал Jσ

является главным.
1Работа Киршановой Е. А. выполнена при частичной финансовой поддержке конкурса «Молодая

математика России» 2020 и Программы мобильности 5-100.
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Получение идеала Штикельбергера в явном виде, то есть вычисление его образу-
ющих, является важной алгоритмической задачей в алгебраической теории чисел [3]
и, с недавних пор, в криптоанализе [4].

Так, например, явный вид идеала Штикельбергера для кругового поля K = Q(ζr)
(r > 0, r ∈ Z), описанный в [2], позволил получить алгоритм [4] нахождения корот-
кого вектора в идеалах кольца целых кругового поля; в современном криптоанализе
нахождение короткого вектора в решётках является основополагающей задачей.

В этой работе рассматриваются другие поля, а именно, мультиквадратичные поля
K = Q(

√
d1,
√
d2, . . . ,

√
dn), где di ≡ 1 mod 4 свободны от квадратов и попарно взаимно

просты. Предлагается алгоритм вычисления идеала Штикельбергера поля K. Такой
алгоритм интересен, в первую очередь, с точки зрения вычислений группы классов
поля K (см. п. 4). В криптографии эта задача возникает в конструкциях проверяемых
функций задержки (VDF) [5,6] и в гомоморфном шифровании [7].

Алгоритм, описанный в п. 3, имеет сложность O(lg ∆K · 2n · poly(n)), где ∆K —дис-
криминант K. Таким образом, он является полиномиальным от степени расширения
[K : Q] = 2n и имеет логарифмическую зависимость от дискриминанта поля. В основе
работы лежат результаты [8], где представлены основные ингредиенты алгоритма.

Результатами работы являются:
— Алгоритм вычисления образующих идеала Штикельбергера для мультиквадратич-

ных полей вида K = Q(
√
d1,
√
d2, . . . ,

√
dn), где di ≡ 1 mod 4 свободны от квадратов

и попарно взаимно просты. Наш алгоритм, во-первых, систематизирует идеи, опи-
санные в [8]. Во-вторых, мы расширяем область действия алгоритма на поля с
образующими di ≡ ±2 mod 8.

— Эффективная реализация предлагаемого алгоритма.2

В п. 1 приведены определения, связанные с идеалом Штикельбергера, и описано,
как с помощью гауссовых сумм мультиквадратичное поле вкладывается в круговое.
Пункты 2 и 3 посвящены алгоритму вычисления образующих идеала Штикельбергера
и анализу его сложности. В п. 4 изучается связь идеала Штикельбергера с числом
классов поля K.

Предварительные результаты данной работы были представлены на конференции
SIBECRYPT’20 [9].

1. Предварительные сведения
1.1. О п р е д е л е н и е и д е а л а Ш т и к е л ь б е р г е р а

Будем рассматривать мультиквадратичные поля K = Q(
√
d1,
√
d2, . . . ,

√
dn), где

d1, . . . , dn ∈ Z попарно взаимно просты и свободны от квадратов. Через ∆K обозначим
дискриминант K. Для K = Q(

√
d1, . . . ,

√
dn), заданного взаимно простыми и свобод-

ными от квадратов образующими di, известно [10, Satz 2.1], что ∆K = (2a
∏
i

di)
2n−1 , где

a ∈ {0, 2, 3}.
Рассмотрим башню числовых полей Q ⊆ K ⊆ L и обозначим их группы Га-

луа GL = Gal(L/Q) и GK = Gal(K/Q). Группу, конечно порождённую элементами
из GL над Q (соответственно элементами GK над Q), будем обозначать Q[GL] =
= {
∑
ai · σi : ai ∈ Q, σi ∈ GL} (Q[GK ] = {

∑
aj · σj : aj ∈ Q, σj ∈ GK}). Важными поня-

тиями при вычислении элементов Штикельбергера являются отображения res и cor.
2https://gitlab.com/DenisOl/stickelberger-ideal
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Определим их согласно [8, с. 157] для расширения числовых полей L/K:

resL/K : Q[GL]→ Q[GK ], resL/K

( ∑
σ∈GL

aσσ
)

=
∑
σ∈GL

aσ(σ|K),

corL/K : Q[GK ]→ Q[GL], corL/K

( ∑
σ∈GK

aσσ
)

=
∑
σ∈GL

aσ|Kσ,

где σ|K — сужение автоморфизма σ ∈ GL на поле K; aσ, aσ|K —коэффициенты, соот-
ветствующие автоморфизмам σ, σ|K .

Дробную часть числа обозначим 〈·〉, 0 6 〈·〉 < 1; наибольший общий делитель двух
элементов a, b ∈ Z обозначим (a, b); символ Кронекера-Якоби для a, b (для нечетного
b > 1 – символ Якоби, для простого нечётного b – символ Лежандра) обозначим

(a
b

)
;

для произвольного множества A его мощность будем обозначать #A.
Дадим классические определения элемента и идеала Штикельбергера [11, c. 189].
Определение 1. Для любого положительного целого r, любого α ∈ Z и круго-

вого поля Q(ζr) определим

θr(α) =
∑

(a,r)=1

〈
−αa

r

〉
σ−1a ∈ Q[GQ(ζr)],

где 0 < a 6 r и σa ∈ GQ(ζr) = Gal(Q(ζr)/Q).
Определение 2. Для любого положительного целого r и произвольного α ∈ Z

элементом Штикельбергера θ′r(α) называется элемент вида

θ
′

r(α) =
(
corK/K∩Q(ζr) ◦ resQ(ζr)/K∩Q(ζr)

)
(θr(α)) ∈ Q[GK ],

где K и Q(ζr) — абелево числовое поле и круговое поле соответственно.
Определение 3. Идеалом Штикельбергера поля K называется идеал вида

I = I ′ ∩ Z[GK ], где
I ′ = {θ′r(α) : α, r ∈ Z, r > 1}.

1.2. К в а д р а т и ч н ы е г а у с с о в ы с у м м ы
Дадим определение квадратичных гауссовых сумм, а также покажем, как они свя-

заны с автоморфизмами круговых полей, поскольку эта взаимосвязь поможет вычис-
лить действие отображения res, и как следствие, элемент Штикельбергера соответ-
ствующего числового поля.

Определение 4. Пусть m, k ∈ Z, k > 0. Квадратичная гауссова сумма определя-

ется как g(m, k) =
k−1∑
b=0

e2πimb
2/k.

Следующая теорема позволяет выражать квадратные корни, которые можно рас-
сматривать как элементы мультиквадратичного поля, через квадратичные гауссовы
суммы.

Теорема 1 [12, 1.5.2, с. 26]. Пусть (m, k) = 1, k > 0 и k – нечётное. Тогда

g(m, k) =
(m
k

)
g(1, k) =


(m
k

)√
k, k ≡ 1 mod 4,(m

k

)
i
√
k, k ≡ 3 mod 4.
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Заметим, что если −k ≡ 1 mod 4, то k ≡ 3 mod 4. Отсюда следует, что в этом случае√
−k = g(1, k) по теореме 1.
Рассмотрим действие автоморфизмов кругового поля Q(ζk) на корни

√
k, которое

необходимо для вычисления отображения res. Всякий автоморфизм поля Q(ζk) имеет
вид σa(e2πi/k) = e2πia/k. В случае, когда k = p—нечётное простое и p - a, согласно [12,
(1.5.3), c. 26] имеем:

σa(g(1, p)) =

(
a

p

)
g(1, p) =


(
a

p

)
√
p, p ≡ 1 mod 4,(

a

p

)
√
−p, −p ≡ 1 mod 4.

Отсюда следует, что σa(
√
p) =

(
a

p

)
√
p, если p ≡ 1 mod 4, и σa(

√
−p) =

(
a

p

)
√
−p,

если p ≡ 3 mod 4.
Если k не является простым, для нахождения действия автоморфизма σa можно

применить китайскую теорему об остатках [12, с. 43]. Пусть k = k1 · . . . · ks, где ki —
различные простые числа, Mi = k/ki. Тогда

g(a, k) = g(aM1, k1) · . . . · g(aMs, ks).

По теореме 1 имеем

g(a, k) =

(
aM1

k1

)
· . . . ·

(
aMs

ks

)
g(1, k1) · . . . · g(1, ks).

Таким образом, так как σa(g(1, k)) = g(a, k), нахождение действия автоморфизма σa
на g(1, k) в случае, когда k—не простое свободное от квадратов (хотя утверждение
верно и в случае, если ki – взаимно просты), сводится к определению его действия
на все g(1, k1), . . . , g(1, ks). Отсюда для (a, k) = 1 следует: σa(

√
k) =

(a
k

)√
k, если

k ≡ 1 mod 4, и σa(
√
−k) =

(a
k

)√
−k, если k ≡ 3 mod 4.

Рассмотрим поле K = Q(
√
d), где d ≡ 2 mod 8 и d = 2p, p—простое. Тогда g(1, d)

имеет следующий вид:

g(1, d) = g(1, 8) g(1, p) =
√

2 · √p =
√

2p =
√
d.

1.3. В л о ж е н и я ч и с л о в ы х п о л е й в к р у г о в ы е
По теореме Кронекера-Вебера [2, Chapter 14] любое абелево расширение K поля

Q вкладывается в Q(ζf ) для некоторого f ∈ Z, f > 1. Кондуктором K называет-
ся минимальное такое f (мы используем определение из [13, с. 75]). Тогда, если f –
кондуктор абелева числового поля K, то для положительного целого r справедливо:
K ∩Q(ζr) = K ∩Q(ζf ) ∩Q(ζr) = K ∩Q(ζ(f,r)).

Мультиквадратичное поле является абелевым расширением поля рациональных
чисел. Рассмотрим, как определяется кондуктор для мультиквадратичного поля K в
соответствии с [14, с. 159], [8, с. 140] и [15, с. 112]. Обозначим

d′i =

{
|di|, di ≡ 1 mod 4,

4|di|, di ≡ 2, 3 mod 4.
(1)
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Тогда Q(
√
d1) ⊂ Q(ζd′1), Q(

√
d2) ⊂ Q(ζd′2), . . . , Q(

√
dn) ⊂ Q(ζd′n). Таким образом, K =

Q(
√
d1, . . . ,

√
dn) ⊂ Q(ζd′1) . . .Q(ζd′n) = Q(ζd′1·...·d′n) = Q(ζНОК(d′1,...,d

′
n)) и соответственно

кондуктор K равен НОК(d′1, ..., d
′
n).

Рассмотрим теперь отображение resQ(ζr)/K∩Q(ζr). Возникают два вопроса: каким об-
разом происходит сужение автоморфизмов кругового поля Q(ζr) на поле K ∩Q(ζr) и
что есть пересечение K ∩Q(ζr)?

Ответим на первый вопрос, определив сужение автоморфизмов кругового поля
Q(ζr) сначала на круговые подполя, а затем с помощью гауссовых сумм – на муль-
тиквадратичные числовые поля. Рассмотрим случай, когда r = p · q, где p, q > 0 —
взаимно простые. Произвольным образом выберем a, взаимно простое с p и q. Тогда
автоморфизм σa : ζpq 7→ ζapq поля Q(ζpq) можно связать с действием автоморфизмов
полей Q(ζp) и Q(ζq) на элементы

√
±p и

√
±q следующим образом:

σa(g(1, pq)) = g(a, pq) =

(
aq

p

)
g(1, p)

(
ap

q

)
g(1, q) =


σaq(
√
p)σap(

√
q), p, q ≡ 1, 1 mod 4,

σaq(
√
p)σap(

√
−q), p, q ≡ 1, 3 mod 4,

σaq(
√
−p)σap(

√
q), p, q ≡ 3, 1 mod 4,

σaq(
√
−p)σap(

√
−q), p, q ≡ 3, 3 mod 4.

Здесь индекс aq в случае σaq(
√
±p) рассматривается по модулю p, а индекс ap в случае

σap(
√
±q) рассматривается по модулю q.

Ответ на второй вопрос даёт следующая лемма.
Лемма 1. Пусть K = Q(

√
d1,
√
d2, . . . ,

√
dn) —мультиквадратичное поле такое,

что d1, . . . , dn попарно взаимно просты и свободны от квадратов, (i1, . . . , i`) ∈
{1, . . . , n}` —набор из ` индексов и d′i1 , . . . , d

′
i`
определены по формуле (1). Тогда

K ∩Q(ζd′i1 ·...·d
′
i`

) = Q(
√
di1 ,
√
di2 , . . . ,

√
di`).

Доказательство. Заметим, что K0 = Q(
√
di1 ,
√
di2 , . . . ,

√
di`) —подполе K,

имеющее кондуктор НОК(d′i1 , . . . , d
′
i`

). Поэтому оно содержится в Q(ζНОК(d′i1
,...,d′i`

)) =

Q(ζd′i1 ·...·d
′
i`

), т.е. имеем включение K0 ⊂ K ∩Q(ζd′i1 ·...·d
′
i`

).
Обратное включение докажем от противного.
Положим, найдется α ∈ K ∩Q(ζd′i1 ·...·d

′
i`

) такое, что α 6∈ K0. Любое α ∈ K имеет вид

α =
∑

j1,...,jn

aj1,...,jn
√
d1
j1 · . . . ·

√
dn

jn . Из условия α 6∈ K0 следует, что в сумме найдется

слагаемое aj1,...,jn
√
d1
j1 · . . . ·

√
dn

jn , содержащее
√
dk, k 6∈ {i1, . . . , i`}, jk ≡ 1 mod 2 и

aj1,...,jk,...,jn 6= 0. При этом
√
dk ∈ Q(ζd′k). Так как все d1, . . . , dn попарно взаимно просты,

имеем d′k - d′i1 ·. . .·d
′
in , поэтомуQ(ζd′k) 6⊂ Q(ζd′i1 ·...·d

′
i`

). Из чего следует, что α 6∈ Q(ζd′i1 ·...·d
′
i`

).
Получили противоречие, из которого следует, что K ∩Q(ζd′i1 ·...·d

′
i`

) ⊂ K0.

Лемма 2. Пусть K = Q(
√
d1,
√
d2, . . . ,

√
dn) —мультиквадратичное поле такое,

что d1, . . . , dn попарно взаимно просты и свободны от квадратов, f = d′1 · . . . · d′n –
кондуктор поля K, где d′i заданы в (1), и пусть r – целое положительное число такое,
что r|f . Тогда r можно представить в виде r = t ·d′i1 · . . . ·d

′
i`
, где {i1, . . . , i`} – множество

всех индексов i таких, что d′i | r и t–положительное целое. Кроме того,

K ∩Q(ζr) = Q(
√
di1 , . . . ,

√
di`).

Доказательство. Так как d1, . . . , dn – взаимно просты, то f = НОК(d′1, . . . , d
′
n) =

d′1 · . . . · d′n. Из чего следует представление r.
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Пусть K0 = Q(
√
dj1 , . . . ,

√
djn−`), где j1, . . . , jn−` ∈ {1, . . . , n} \ {i1, . . . , i`}, и K1 =

Q(
√
di1 , . . . ,

√
di`). Тогда K = K0K1 = K0(

√
di1 , . . . ,

√
di`) = K1(

√
dj1 , . . . ,

√
djn−`) –

композит полей K0 и K1.
Покажем, что K0 ∩Q(ζr) = Q. Если i 6∈ {i1, . . . , i`}, то

√
di 6∈ Q(ζr), так как кондук-

тор d′i поля Q(
√
di) не делит r и, соответственно, Q(

√
di) ⊆ Q(ζd′i) 6⊆ Q(ζr). Кроме того,

кондукторы полей, образованных произведениями элементов
√
di, также не делят r,

поэтому все такие произведения не лежат в Q(ζr). Так как всевозможные произведе-
ния различных

√
di порождают поле K0 как Q-векторное пространство [27, Th. 2.1],

получаем K0 ∩Q(ζr) = Q.
Аналогичным образом можно показать, что Q(

√
di) ⊆ Q(ζr) для i ∈ {i1, . . . , i`} и,

как следствиe, K1 ⊆ K ∩Q(ζr).
Таким образом пересечение K ∩Q(ζr) содержит поле K1 с кондуктором d′i1 · . . . · d

′
i`

и не содержит поле K0. Так как кондукторы всех подполей Q(ζr) должны делить r,
остаётся рассмотреть только поля с кондуктором-делителем t.

Рассмотрим мультиквадратичные поля с кондуктором t0 – делителем t. Отметим,
что число t делит кондуктор d′j1 ·. . .·d

′
jn−`

поляK0, причём d′jk - t. Все мультиквадратич-
ные поля с кондуктором t0 | t содержатся в Q(ζt) ⊆ Q(ζr). Из условия K0 ∩Q(ζr) = Q
следует, что K0 ∩Q(ζt) = Q. Из того, что gcd(t, d′i1 · . . . · d

′
i`

) = 1, имеем K1 ∩Q(ζt) = Q.
Так как K – композит полей K0 и K1, получаем K ∩Q(ζr) = K1.

1.4. Р а с ш и р е н н о е о п р е д е л е н и е и д е а л а Ш т и к е л ь б е р г е р а
Прежде чем приступить к детальному описанию вычисления элементов Штикель-

бергера, дадим альтернативные определения элементу и идеалу Штикельбергера, ко-
торые, во-первых, упростят вычисления, а во-вторых, позволят доказать их коррект-
ность.

Определение 5. Согласно [8], идеалом Штикельбергера поля K с кондуктором
f , называется идеал вида I = I ′ ∩ Z[GK ], где

I ′ = {θ′r(α) : r|f, α ∈ Z, α < 0} ∪
{

1

2
NK

}
.

Пусть a ∈ Z, a > 1 и (a, fr) = 1, где f —кондуктор числового поля K. Как и
прежде, обозначим через σa ∈ GQ(ζfr) автоморфизм, ставящий в соответствие корню
из единицы его a-ю степень. Тогда по определению

θ
′

r(aα) =
(
corK/K∩Q(ζr) ◦ resQ(ζr)/K∩Q(ζr)

)
(θr(aα)) .

С другой стороны, исходя из определений отображений res и σa, можно записать θr(aα)
следующим образом:

θr(aα) = resQ(ζrf )/Q(ζr)σa(θr(α)).

Окончательно имеем

θ
′

r(aα) =
(
corK/K∩Q(ζr) ◦ resQ(ζr)/K∩Q(ζr) ◦ resQ(ζrf )/Q(ζr)σa

)
(θr(α)) =

=
(
corK/K∩Q(ζr) ◦ resQ(ζrf )/K∩Q(ζr)σa

)
(θr(α)) =

=
(
corK/K∩Q(ζr) ◦ resQ(ζrf )/K∩Q(ζr)

)
(σa)

(
corK/K∩Q(ζr) ◦ resQ(ζrf )/K∩Q(ζr)

)
(θr(α)) =

= σθ
′

r(α),

где σ— автоморфизм поля K согласно определениям res и cor. Полагая α = −1, полу-
чаем, что элемент Штикельбергера имеет вид θ′r(−a) = σθ

′
r(−1), где σ ∈ GK . Соответ-

ственно, можно переписать определение идеала Штикельбергера:
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Определение 6. Идеалом Штикельбергера числового поля K с кондуктором f ,
называется идеал вида I = I ′ ∩ Z[GK ], где

I ′ = {σ · θ′r(−1) : r|f, σ ∈ GK} ∪
{

1

2
NK

}
.

В случае мультиквадратичного поля K и некоторых дополнительных ограничени-
ях, определение можно упростить, как показано в следующей лемме.

Лемма 3. Пусть K = Q(
√
d1, . . . ,

√
dn) – мультиквадратичное поле такое, что di –

свободны от квадратов и попарно взаимно просты. Тогда идеал Штикельбергера поля
K имеет вид I = I ′ ∩ Z[GK ], где

I ′ = {σ · θ′r(−1) : r = d′i1 · . . . · d
′
i`
, (i1, . . . , i`) ⊆ {1, . . . n}, σ ∈ GK} ∪

{
1

2
NK

}
.

Доказательство. Согласно Определению 6 идеал I ′ состоит из элементов Шти-
кельбергера, соответствующих всем делителям r кондуктора f . Пусть r = tdi1 · . . . · di`
как в Лемме 2, тогда нам достаточно показать, что θ′r(−1) = cθ′r

t
(−1) для некоторого

c ∈ Q. В конце доказательства мы получим c = φ(t). Имеем

θ′r(−1) = corK/K∩Q(ζr)resQ(ζr)/K∩Q(ζr)(θr(−1))

и
θ′r
t
(−1) = corK/K∩Q(ζ r

t
)resQ(ζ r

t
)/K∩Q(ζ r

t
)(θ r

t
(−1)).

Применяя Лемму 2, получаем:

θ′r(−1) = cor
K/Q(
√
di1 ,...,
√
di` )

resQ(ζr)/Q(
√
di1 ,...,
√
di` )

(θr(−1))

и
θ′r
t
(−1) = cor

K/Q(
√
di1 ,...,
√
di` )

resQ(ζ r
t
)/Q(
√
di1 ,...,
√
di` )

(θ r
t
(−1)).

Рассмотрим элемент

θr(−1) =
∑

(a,r)=1

〈
a
r

〉
σ−1a ∈ Q[GQ(ζr)]. (2)

Группа Галуа GQ(ζr) изоморфна (Z/rZ)×, где a mod r соответствует автоморфизму σa :
ζr 7→ ζar [2, Th. 2.5]. Так как gcd(t, r

t
) = 1, то по китайской теореме об остатках имеем

изморфизм (Z/rZ)× ' (Z/tZ)× ⊕ (Z/ r
t
Z)×. Поэтому

GQ(ζr) ' Gal(Q(ζr)/Q(ζ r
t
))⊕Gal(Q(ζr)/Q(ζt)), (3)

и любой автоморфизм σ ∈ GQ(ζr) можно единственным образом представить в виде
σ = ρ ◦ τ , где ρ ∈ Gal(Q(ζr)/Q(ζ r

t
)) и τ ∈ Gal(Q(ζr)/Q(ζt)).

В явном виде изоморфизм записывается следующим образом. По китайской теоре-
ме об остатках имеем a = b′ r

t
(( r
t
)−1 mod t) + c′t(t−1 mod r

t
) для некоторых b′, c′ таких,

что (b′, t) = 1, b′ ∈ (Z/tZ)× и (c′, r
t
) = 1, c′ ∈ (Z/ r

t
Z)×. Тогда

σa : ζr 7→ ζar = ζ
b′(( r

t
)−1 mod t)

t ζ
c′(t−1 mod r

t
)

r
t

,
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где мы используем равенства ζ
r
t
r = ζt и ζtr = ζ r

t
. Заметим, что поля Q(ζ

(( r
t
)−1 mod t)

t )

и Q(ζ
(t−1 mod r

t
)

r
t

) изоморфны полям Q(ζt) и Q(ζ r
t
), где изоморфизмы задаются отоб-

ражениями ζt 7→ ζ
r
t
t и ζ r

t
7→ ζtr

t
. Поэтому для каждой пары b′, c′ всегда существуют

единственные b ∈ (Z/tZ)×, c ∈ (Z/ r
t
Z)× такие, что b′ = b r

t
mod r, gcd(b, t) = 1 и

c′ = ct mod r, gcd(c, r
t
) = 1. Тогда мы можем записать σa в виде

σa : ζr 7→ ζar = ζ
b( r
t
)2
(
( r
t
)−1 mod t

)
+ct2
(
t−1 mod r

t

)
r = ζ

b r
t

(
( r
t
)−1 mod t

)
t ζ

ct
(
t−1 mod r

t

)
r
t

= ζbt ζ
c
r
t

= ρb◦τc,

где ρb ∈ Gal(Q(ζr)/Q(ζ r
t
)) и τc ∈ Gal(Q(ζr)/Q(ζt)) задаются следующим образом:

ρb : ζr 7→ ζ
b( r
t
)2
(
( r
t
)−1 mod t

)
+t2
(
t−1 mod r

t

)
r = ζ

b( r
t
)2
(
( r
t
)−1 mod t

)
r ζ

t2
(
t−1 mod r

t

)
r = ζbt ζ rt ,

τc : ζr 7→ ζ
( r
t
)2
(
( r
t
)−1 mod t

)
+ct2
(
t−1 mod r

t

)
r = ζ

( r
t
)2
(
( r
t
)−1 mod t

)
r ζ

ct2
(
t−1 mod r

t

)
r = ζtζ

c
r
t
.

Теперь, получив автоморфизмы в явном виде, выразим через них элемент θr(−1).
Имеем

θr(−1) =
∑

(a,r)=1

〈
a
r

〉
σ−1a =

∑
(c, r

t
)=1

( ∑
(b,t)=1

〈
b( r
t
)2
(
( r
t
)−1 mod t

)
+ct2
(
t−1 mod r

t

)
r

〉
ρ−1b

)
τ−1c .

Так как ограничение автоморфизма ρ−1b на поле K1 = Q(
√
di1 , . . . ,

√
di`) равно id,

получаем:

resQ(ζr)/K1(θr(−1)) =
∑

(c, r
t
)=1

( ∑
(b,t)=1

〈
b( r
t
)2
(
( r
t
)−1 mod t

)
+ct2
(
t−1 mod r

t

)
r

〉)
τ−1c .

Так как мы перешли в подгруппу группы Галуа GQ(ζr), образованную автоморфизмом
τc, то значение множителя перед τc можно рассматривать по модулю r

t
. Тогда:

resQ(ζr)/K1(θr(−1)) =
∑

(c, r
t
)=1

(
∑

(b,t)=1

〈
ct2(t−1 mod r

t
)

r

〉
)τ−1c =

∑
(c, r

t
)=1

(
∑

(b,t)=1

ct
r

)τ−1c =

= φ(t)
∑

(c, r
t
)=1

( ct
r

)τ−1c = resQ(ζr)/K1(θ rt (−1)).

В итоге получаем, θ′r(−1) = φ(t)θ′r
t
(−1).

2. Метод вычисления элемента Штикельбергера
1) РассмотримK = Q(

√
d), где d ≡ 1 mod 4, d > 0, d свободно от квадратов. Вычислим

элемент Штикельбергера для действительного квадратичного поля. Отметим, что
предвычисления мы проводим в круговом поле Q(ζf ), где f = d—кондуктор поля
K, согласно (1). Тогда

θ′d(−1) = corK/K∩Q(ζd)

(
resQ(ζd)/K∩Q(ζd)(θd(−1))

)
,

где θd(−1) =
∑

(a,d)=1

〈a
d

〉
σ−1a и σ−1a ∈ Gal(Q(ζd)). Запишем более подробно θd(−1):

θd(−1) =
∑

(a,d)=1

〈a
d

〉
σ−1a =

1

d
σ−11 +

2

d
σ−12 + . . .+

d− 2

d
σ−1d−2 +

d− 1

d
σ−1d−1 =

=
1

d
σ1 +

2

d
σ 1

2
mod d + . . .+

d− 2

d
σ 1
d−2

mod d +
d− 1

d
σ 1
d−1

mod d =
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или, переобозначив, получаем

=
1

d
σ1 +

2

d
σb + . . .+

d− 2

d
σ−b mod d +

d− 1

d
σ−1 mod d. (4)

Важно отметить, что при дробях с противоположными по модулю d числителями
фигурируют автоморфизмы с противоположными по модулю d индексами. Напом-
ним, что вычисляя отображение res, мы, по сути, вычисляем символ Кронекера-

Якоби
(
i

d

)
, сопоставляя автоморфизму кругового поля σi автоморфизм квад-

ратичного поля id в случае
(
i

d

)
= 1, или автоморфизм σ :

√
d 7→ −

√
d, если(

i

d

)
= −1. Рассмотрим пары

1

d
σ1 и

d− 1

d
σ−1 mod d,

2

d
σb и

d− 2

d
σ−b mod d, и т.д. из

разложения (4): (
1

d

)
= 1 и

(
−1

d

)
= 1, поскольку d ≡ 1 mod 4.

Это означает, что σ1 и σ−1 mod d соответствуют одному и тому же автоморфизму

поля K и
1

d
+
d− 1

d
= 1. Аналогично,(

b

d

)
≡ b(d−1)/2 mod d и

(
−b
d

)
=

(
−1

d

)(
b

d

)
≡ b(d−1)/2 mod d, поскольку d ≡ 1 mod 4.

Это снова означает, что σb и σ−b mod d соответствуют одному и тому же автомор-

физму поля K и
2

d
+
d− 2

d
= 1. То же и для оставшихся пар. Тогда

θd(−1) =
1

2

∑
a mod d

σa,

согласно определению I ′ идеала Штикельбергера числового поля K и по определе-

нию нормы получаем θd(−1) =
1

2
NK .

Отметим, что
d−1∑
i=1
i∈Z×d

χ(i) = 0,

где χ(i) =
(
i
d

)
– характер Дирихле по модулю d, определяемый символом Якоби(

i
d

)
. Учитывая, что число характеров по модулю d равно ϕ(d), и значение ϕ(d) –

четно, то число символов Якоби, равных −1, совпадает с числом символов Яко-
би, равных 1, и, соответственно, равно ϕ(d)/2, где ϕ—функция Эйлера, в итоге
получаем

θ′d(−1) =
ϕ(d)

4
(id+ σ) =

ϕ(d)

4
NK/Q.

Для составного d = p1 · p2, где p1, p2 – простые числа, в силу мультипликативности
функции Эйлера имеем 4|(p1 − 1) · (p2 − 1) = ϕ(p1) · ϕ(p2) = ϕ(d). Это условие
распространяется и на большее число множителей d. Тогда ϕ(d)/4 ∈ Z.
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2) Рассмотрим теперь K = Q(
√
−d), где d > 0 и −d ≡ 1 mod 4. Запишем элемент

Штикельбергера

θd(−1) =
∑

(a,d)=1

〈a
d

〉
σ−1a =

∑
a∈(Zd)×

a

d
σ−1a = u · id+ v · σ.

Докажем, что u, v ∈ Z. Согласно определению отображения res,

σ−1a |K = id⇔
(a
d

)
= 1, σ−1a |K = σ ⇔

(a
d

)
= −1.

Тогда

u =
d∑
a=1

(ad)=1

a

d
, v =

d∑
a=1

(ad)=−1

a

d
. (5)

Как уже было отмечено выше, для элементов из (Zd)× число символов Якоби,
равных −1, равно числу символов Якоби, равных 1. Имеем

∑
( bd)=1

b =
ϕ(d)/2∑
k=1

(αd )=1

αk = α2 + α3 + . . .+ αϕ(d)/2+1 =

= α2(1 + α + . . .+ αϕ(d)/2−1) = α2
∑

( bd)=1

b.

Заметим, что такой α ∈ Z×d всегда будет существовать, так как для d = p1 ·p2 · . . . ·ps
справедливо Z×d ∼= Z×p1 ⊕ Z×p2 ⊕ . . . ⊕ Z×ps – циклическая в силу взаимной попарной
простоты p1, p2, . . . , ps. Следовательно, поскольку α2 6= 1, то∑

( bd)=1

b ≡ 0 mod d.

Соответственно, u =
∑

(ad)=1

a

d
∈ Z.

Отсюда следует, что

d(u+ v) =
d∑
a=1

(a,d)=1

a =
ϕ(d)

2
d,

откуда, учитывая, что ϕ(d)/2 —целое в силу разложения d = p1 · . . . · pn, где pi –
различные простые, получаем

v = ϕ(d)/2− u ∈ Z.

Отметим также, что применение отображения cor не изменяет целостность коэф-
фициентов при автоморфизмах.
Теперь рассмотрим случай, когда d – простое. Покажем, что тогда вычисление
значений в (5) можно значительно ускорить.
При d ≡ 1 mod 4 значения u и v легко получить, не вычисляя суммы уравнений (5).
Запишем d = 4k + 1, k ∈ Z. Если a ∈ Z×d — квадратичный вычет, то −a также
является квадратичным вычетом в Z×d , и существует всего (d− 1)/2 квадратичных
вычетов. Получаем (d− 1)/4 пар вычетов, сумма элементов каждый пары равна d.
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Отсюда сумма всех квадратичных вычетов равна d(d−1)/4 = d ·k, а значит, u = k.
Следовательно, v = ϕ(d)/2− u = ϕ(d)/2− k.
Очевидно, эти рассуждения не переносятся на случай d = 4k + 3, k ∈ Z. Однако
и здесь можно ускорить вычисления по формулам (5), используя результат [16]:
если d ≡ 3 mod 8, то v = dv′, где v′ — сумма всех квадратичных невычетов по

модулю d, меньших d/2, а если d ≡ 7 mod 8, то v =
1

3

(
dv′ +

(
d

2

))
. Таким образом,

вычисления v ускоряются в два раза.
3) Рассмотрим K = Q(

√
d), где d ≡ ±2 mod 8, и d может быть как положитель-

ным, так и отрицательным, но свободным от квадратов. В зависимости от знака
мы получаем вид элемента Штикельбергера, соответствующий одному из преды-
дущих случаев. Очевидно, что |d| имеет вид |2p|, где p – нечётное. Кроме того,

√
2

соответствует ζ8, а
√
p соответствует ζp. Согласно теории круговых полей, компо-

зит Q(ζ8)Q(ζp) есть Q(ζНОК(8,p)) = Q(ζ8p) = Q(ζ4d), откуда кондуктор поля равен
4|d| = 8|p|. Тогда

θ4|d|(−1) =
1

4|d|

4|d|−1∑
k=1

k · σ−1k (ζ4|d|),

где (k, 4|d|) = 1. При этом

σ−1k (ζ4|d|) = σ
k

4|d|
8

mod 8
(ζ8)σk·8( mod

4|d|
8 )

(
ζ 4|d|

8

)
.

Если

(
8

k 4|d|
8

mod 8

)k · 8
(

mod 4|d|
8

)
4|d|
8

 = 1, то действие автоморфизма σ−1k кру-

гового поля Q(ζ4|d|) на ζ4|d| соответствует действию автоморфизма id числового

поля K на элемент
√
d. Если

(
8

k 4|d|
8

mod 8

)k · 8
(

mod 4|d|
8

)
4|d|
8

 = −1, то действие

автоморфизма σ−1k кругового поля Q(ζ4|d|) на ζ4|d| соответствует действию автомор-
физма σ числового поля K на элемент

√
d.

Обобщение на мультиквадратичный случай аналогично предыдущим случаям, по-
скольку di ≡ ±2 mod 8 в записи Q(

√
d1,
√
d2, . . . ,

√
dn) фигурирует лишь в одной

позиции.
Замечание 1. Рассмотрим поле K = Q(

√
2). Из рассуждений в п. 3 следует,

что кондуктор данного поля равен 8. Тогда

θ8(−1) =
1

8

7∑
k=1

k σ−1k (ζ8) =
1

8

(
σ−11 (ζ8) + 3 σ−13 (ζ8) + 5 σ−15 (ζ8) + 7 σ−17 (ζ8)

)
=

=
1

8
(σ1(ζ8) + 3 σ3(ζ8) + 5 σ5(ζ8) + 7 σ7(ζ8)) .

Вычислим символы Кронекера-Якоби. Поскольку
(

8

1

)
= 1, действие автоморфиз-

ма σ−11 на ζ8 соответствует действию автоморфизма id на элемент
√

2;
(

8

3

)
= −1,

поэтому действие автоморфизма σ−13 на ζ8 соответствует действию автоморфизма σ

на элемент
√

2. Аналогично рассуждаем для
(

8

5

)
= −1,

(
8

7

)
= 1. Таким образом,
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получаем

θ8(−1) =
1

8
(id+ 3σ + 5σ + 7 id) = id+ σ.

4) Обобщим рассмотренные случаи на произвольное биквадратичное поле. Пусть
K = Q(

√
d1,
√
d2), где d1 ≡ 2 mod 8 и d1 < 0, а d2 ≡ 1 mod 4 и d2 > 0, d1, d2

свободны от квадратов. В соответствии с п. 1 и 3, кондуктор числового поля K
равен 4|d1|d2. Тогда

θ′4|d1|d2(−1) = corK/K∩Q(ζ4|d1|d2 )

(
resQ(ζ4|d1|d2 )/K∩Q(ζ4|d1|d2 )

(θ4|d1|d2(−1))
)
,

где

θ4|d1|d2(−1) =
1

4|d1|d2

4|d1|d2−1∑
k=1

k σ−1k (ζ4|d1|d2), (k, 4|d1|d2) = 1.

Рассмотрим отдельно σ−1k (ζ4|d1|d2):

σ−1k (ζ4|d1|d2) = σ−1k·d2 mod 4|d1|(ζ4|d1|)σ
−1
k·4|d1| mod d2

(ζd2) =

= σ
(k·d2 mod 4|d1|) 4|d1|8

mod 8
(ζ8)σ(k·d2 mod 4|d1|) 8 mod

4|d1|
8

)
(ζ 4|d1|

8

)σ(1/(k·4|d1| mod d2)) mod d2(ζd2).

Далее действуем в соответствии с п. 1 и 3. Рассмотрим

σ
(k·d2 mod 4|d1|) 4|d1|8

mod 8
(ζ8)σ(k·d2 mod 4|d1|) 8 mod

4|d1|
8

(ζ 4|d1|
8

).

Если

(
8

(k · d2 mod 4|d1|)4|d1|8
mod 8

)(
(k · d2 mod 4|d1|) 8 mod 4|d1|

8
)

4|d1|
8

)
= 1, то дей-

ствие автоморфизма σ−1k·d2 mod 4|d1| на ζ4|d1| соответствует действию автоморфизма id1

на элемент
√
d1. Если

(
8

(k·d2 mod 4|d1|)4|d1|8
mod 8

)(
(k·d2 mod 4|d1|) 8 mod 4|d1|

8
4|d1|
8

)
=

= −1, то действие автоморфизма σ−1k·d2 mod 4|d1| на ζ4|d1| соответствует действию ав-
томорфизма σ1 на

√
d1.

Рассмотрим σ(1/(k·4|d1| mod d2)) mod d2(ζd2). Вычислим символ Кронекера-Якоби(
(1/(k·4|d1| mod d2)) mod d2

d2

)
. Если он равен 1, то действие автоморфизма σ−1k·4|d1| mod d2

на

ζd2 соответствует действию автоморфизма id2 на элемент
√
d2. Если он равен −1, то

действие автоморфизма σ−1k·4|d1| mod d2
на ζd2 соответствует действию автоморфизма

σ2 на элемент
√
d2. В итоге получим комбинации произведений автоморфизмов

id1, id2, σ1, σ2, где каждая соответствует одному из автоморфизмов τi поля K.
Аналогичным образом вычисляются θf (−1) для мультиквадратичных полей.

3. Алгоритм
Рассмотрим подробно алгоритм вычисления идеала Штикельбергера для мульти-

квадратичных полей в соответствии с описанной теорией. Заметим, что согласно Лем-
ме 3 при взаимно простых di для нахождения идеала Штикельбергера, достаточно
ограничится делителями кондуктора, составленными из произведений d′i.

3.1. В ы ч и с л е н и е д е й с т в и й о т о б р а ж е н и й res и cor

I. Вычисление res. Рассмотрим алгоритм для вычисления resQ(ζf )/K∩Q(ζf )(θf (−1)),
где K = Q(

√
d1, . . . ,

√
dn) и f – кондуктор K. Значения resQ(ζr)/K∩Q(ζr)(θr(−1)) для r | f
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можно найти по тому же алгоритму положив f = r, n = ` и d1 = di1 , . . . , d` = di` , для
`, i1, . . . , i` как в Лемме 2.

Если одно из di ≡ ±2 mod 8, то алгоритм вычисляет

resQ(ζ4d′1·...|di|·...·d
′
n
)/K∩Q(ζ4d′1·...|di|·...·d

′
n
)(θ4d′1·...|di|·...·d′n(−1)),

где

θ4d′1·...|di|·...·d′n(−1) =
1

4d′1 · . . . |di| · . . . · d′n

4d′1·...|di|·...·d′n−1∑
k=1

k · σ−1k (ζ4d′1·...|di|·...·d′n)

и (k, 4d′1 · . . . |di| · . . . · d′n) = 1.
В противном случае, алгоритм вычисляет

resQ(ζd′1·...·d
′
n
)/K∩Q(ζd′1·...·d

′
n
)θd′1·...·d′n(−1),

где
θd′1·...·d′n(−1) =

∑
(a,d′1·...·d′n)=1

〈 a

d′1 · . . . · d′n

〉
σ−1a .

Результатами вычисления θ4d′1·...|di|·...·d′n(−1) или θd′1·...·d′n(−1) будут комбинации авто-
морфизмов, которые обозначим

id1 · id2 · . . . · idn = id :
√
d1 + . . .+

√
dn →

√
d1 +

√
d2 + . . .+

√
dn,

. . .

σ1 · . . . · σn−1 · σn = τm :
√
d1 + . . .+

√
dn−1 +

√
dn → −

√
d1 − . . .−

√
dn.

(6)

Псевдокод процедуры вычисления res представлен в Алгоритме 1.
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Алгоритм 1. Вычисление resQ(ζf )/K∩Q(ζf )(θf (−1))

Вход: K = Q(
√
d1,
√
d2, . . . ,

√
dn), где di ≡ 1 mod 4 для всех i ∈ {1, . . . , n}, или

dj ≡ ±2 mod 8 для некоторого j ∈ {1, . . . , n}; di свободны от квадратов и взаимно
просты.

Выход: res(θf (−1)).

1: f :=
n∏
j=1

d′j. // f — кондуктор K

2: Для a ∈ Z×f :
3: σa := 1.
4: Для j = 1, . . . , n:
5: Если dj = 2 mod 8, то
6: i1 := a (4 · |dj|/8) mod 8;
7: i2 := a · 8 mod (4 · |dj|/8).

8: Если
(

8

i1

)(
i2

4·|dj |
8

)
= 1, то

9: σ−1a := σ−1a · idj, // idj — тождественный в Q(
√
dj)

10: иначе
11: σ−1a := σ−1a · σj, // σj — сопряжение в Q(

√
dj)

12: иначе
13: t :=

a · d′1 · . . . · d′n
d′j

mod d′j, i :=
1

t
mod d′j.

14: Если
(
i

d′j

)
= 1, то

15: σ−1a := σ−1a · idj, // idj — тождественный в Q(
√
dj)

16: иначе
17: σ−1a := σ−1a · σj. // σj — сопряжение в Q(

√
dj)

18: σ−1a :=
a

f
· σ−1a .

19: θ :=
∑
a∈Z∗f

σ−1a .

20: res := (заменить получившиеся комбинации автоморфизмов в каждом слагаемом θ
на соответствующие τi согласно формулам (6)).

21: Вернуть res.

II. Вычисление cor. Автоморфизмы, полученные после вычисления res, являются
автоморфизмами поля K ∩ Q(ζd′1·...·d′n) (или K ∩ Q(ζd′i1 ·...·d

′
i`

) для r | f и `, i1, . . . i` как
в Лемме 2). Вычисление действия отображения cor представляет собой переход от
этих автоморфизмов к автоморфизмам поля K. Обозначим автоморфизмы поля K
следующим образом: сопоставим действие автоморфизма ρi с бинарным вектором из
Zn2 , причём если j-я координата вектора (считая слева направо) есть 1, то ρi :

√
dj →

−
√
dj (например, ρ1 :

√
d1 + . . .+

√
dn →

√
d1 + . . .−

√
dn).

Если K ∩ Q(ζd′i1 ·...·d
′
i`

) = K, то отображение cor действует тождественно (автомор-
физмы τi совпадают с ρi). Отметим, что такой случай возникает при вычислении
θ
′

d′1·...·d′n
(−1). А как быть, если мы вычисляем, например, элемент Штикельбергера вида

θ
′

d′i1
·...·d′i`

(−1), где ` < n? Положим K ∩ Q(ζd′i1 ·...·d
′
i`

) = Q(
√
di1 , . . . ,

√
di`). Результатом
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действия отображения res в этом случае будет

a1 · id` + a2 · τ1 + . . .+ a2`−1 · τ2`−2 + a2` · τ2`−1,

где id`, τi — автоморфизмы поля Q(
√
di1 , . . . ,

√
di`), i = 1, . . . , 2` − 1. Нумерация авто-

морфизмов τi аналогична нумерации автоморфизмов ρi.
Далее переходим от перечисленных автоморфизмов поля Q(

√
di1 , . . . ,

√
di`) к ав-

томорфизмам ρi поля K. Если ρi относительно элемента
√
di1 + . . . +

√
di` действует

как id`, то все такие автоморфизмы ρi участвуют в записи элемента Штикельбергера
с коэффициентом a1. Аналогично, если ρi относительно

√
di1 + . . . +

√
di` действует

как τ1, то все такие автоморфизмы ρi участвуют в записи элемента Штикельберге-
ра с коэффициентом a2. Применяя аналогичный подход для всех остальных случаев,
получаем что, в общем случае элемент Штикельбергера примет следующий вид:

θ
′

r(−1) = c0 · id+ c1 · ρ1 + . . .+ cm−1 · ρm−1 + cm · ρm,

где ci ∈ Z для i = 0, . . . ,m и m = 2n − 1.
Общее количество элементов Штикельбергера в поле K равно 2n − 1. Количе-

ство различных комбинаций зависит от количества разных коэффициентов в элементе
Штикельбергера. Будем записывать все различные комбинации в множество I ′ (алго-
ритм 2) мощности #I ′.

Алгоритм 2. Вычисление идеала Штикельбергера

Вход: K = Q(
√
d1,
√
d2, . . . ,

√
dn), где di ≡ 1 mod 4 для всех i ∈ {1, . . . , n}, или неко-

торый dj ≡ ±2 mod 8, j ∈ {1, . . . , n}; di свободны от квадратов и взаимно просты.
Выход: Выход: I = I ′ ∩ Z[Gal(K/Q)].
1: A := массив, индексирующий подполя K вида Q({

√
di}i∈J), для всех непустых

подмножеств J ⊆ {1, . . . , n}.
2: Для i = 1, . . . , 2n − 1:
3: r := d′i1 · . . . · d

′
i`
, где i1, . . . , i` = A[i].

4: resi := resQ(ζr)/Q(
√
di1 ,
√
di2 ,...,
√
di` )
θr(−1); // Алгоритм 1

5: γi ← cor
K/Q(
√
di1 ,
√
di2 ,...,
√
di` )

resi.
6: I ′ := ∅.
7: Для i = 1, . . . , 2n − 1:
8: Для j = 0, . . . , 2n − 1:
9: t := ρj · γi.

10: Если t 6∈ I ′ то
11: I ′ := I ′ ∪ {t}.
12: Вернуть I.

3.2. С л о ж н о с т ь а л г о р и т м а
Теорема 2. Получив на вход поле K = Q(

√
d1, . . . ,

√
dn), где di ≡ 1 mod 4 для

всех i ∈ {1, . . . , n}, или некоторый dj ≡ ±2 mod 8, j ∈ {1, . . . , n}; di свободны от квад-
ратов и взаимно просты, Алгоритм 2, возвращает образующие идеалаШтикельбергера
поля K за время

T = O(lg ∆K · 2n · poly(n)).

В частности, если di —первые n простых чисел, сложность Алгоритма 2 равна

T = O(en log(n) · 22n · n4 · poly log(n)).
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Доказательство. Поскольку Алгоритм 1 является частью Алгоритма 2, рас-
смотрим сначала его вычислительную сложность. На вход Алгоритма 1 подаётся `-
квадратичное поле Q(

√
d1,
√
d2, . . . ,

√
d`) (d1 = di1 , . . . , d` = di` во входных данных ал-

горитма) и на шаге 1 вычисляется произведение всех d′j, j 6 `. Для взаимно простых
d′i имеем

∏
i

d′i = O (lg ∆K/2
n). В случае, когда d′i —первые из ` простых чисел (`-е

простое оценивается ≈ ` log(`)), получаем f =
∏
d′i = e` log(`). В доказательстве дальше

рассматриваем именно этот случай.
Рассмотрим цикл на шаге 2. Он повторяется ϕ(f) раз, это значит, что его оценка

O(f) = O(e` log(`)). В теле цикла выполняются шаги 4–10 либо 11–17. Рассмотрим сна-
чала шаги 4–10. Оценка шага 5 не влияет на максимальную сложность. На шаге 6 про-
изводятся вычисления по модулю dj. В худшем случае наибольшая образующая срав-
нима с 2 mod 8, тогда d = max

j
d′j. Таким образом, сложность шага 6 равна O(log3(d)).

Аналогично для шагов 7 и 9, где также производятся вычисления по модулю d′j. Далее
выполняется либо шаг 7, либо шаг 9, а оценки шагов 8 и 10 не влияют на максималь-
ную сложность. Таким образом, сложность одной итерации внутреннего цикла для
случая dj ≡ 2 mod 8 равна O(log3(d)). Аналогично рассуждаем для шагов 11–17. Ша-
ги 12, 13, 14 и 16 представляют собой вычисления по модулю d′j. Оценка каждого из
них равна O(log3(d)). В цикле выполняется либо шаг 14, либо шаг 16, а шаги 15 и 17
имеют сложность O(1). Таким образом, сложность одной итерации внутреннего цикла
для всех остальных случаев равна O(log3(d)). Во внешнем цикле также выполняется
шаг 18, чья сложность равна O(log3(f)) = O(log3(e` log(`))) = O(`3 · log3(`)). Оценка
шага 19 не влияет на максимальную сложность, а замена на шаге 20 имеет слож-
ность O(2`), поскольку мы имеем 2` автоморфизмов. Обобщая, получаем, что общая
сложность Алгоритма 1 равна

O(e` log(`) · `4 · log3(d) · log3(`) + 2`).

Поскольку функция e` log(`) возрастает быстрее, чем 2`, итоговая сложность Алгорит-
ма 1 имеет вид

O(e` log(`) · `4 · log3(d) · log3(`)).

Вернёмся к Алгоритму 2. Ему на вход мы подаёмQ(
√
d1,
√
d2, . . . ,

√
dn). Рассмотрим

цикл на шаге 2. Он повторяется 2n − 1 раз. На шаге 4 в теле цикла вычисляется
результат отображения res, а значит, используется алгоритм 1. Поскольку на входе
n-квадратичное поле и в худшем случае в цикл попадёт именно оно, то сложность
шага 4 примет вид O(en log(n) · n4 · log3(d) · log3(n)). На шаге 5 осуществляется переход
к автоморфизмам поля K, сложность равна O(2n) (по количеству автоморфизмов).
Таким образом, общая сложность этого цикла равна O(en log(n) ·n4 · log3(d) · log3(n) ·22n).
Циклы на шагах 7 и 8 повторяются 2n−1 и 2n раз соответственно, но осуществляемые
в теле внутреннего цикла операции имеют сложность O(1). Таким образом, общая
сложность этих циклов равна O(22n).

Окончательно общая сложность Алгоритма 2 равна

O(en log(n) · n4 · log3(d) · log3(n) · 22n + 22n).

Упростив, получим O(en log(n) · n4 · log3(d) · log3(n) · 22n).

3.3. П р и м е р
Проиллюстрируем вычисление элемента и идеала Штикельбергера в случае три-

квадратичного поля K = Q(
√
−7,
√

10,
√

13). Имеем: −7 ≡ 1 mod 4, 10 ≡ 2 mod 8,
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13 ≡ 1 mod 4. Выпишем все подполя исходного поля K:

Q(
√
−7),Q(

√
10),Q(

√
13),Q(

√
−7,
√

10),Q(
√
−7,
√

13),Q(
√

10,
√

13),Q(
√
−7,
√

10,
√

13).

Вычислим элементы Штикельбергера, соответствующие каждому из подполей:

θ′7(−1) = corK/K∩Q(ζ7)

(
resQ(ζ7)/K∩Q(ζ7)(θ7(−1))

)
=

= id+ ρ1 + ρ2 + ρ3 + 2ρ4 + 2ρ5 + 2ρ6 + 2ρ7,

θ′40(−1) = corK/K∩Q(ζ40)

(
resQ(ζ40)/K∩Q(ζ40)(θ40(−1))

)
=

= 4id+ 4ρ1 + 4ρ2 + 4ρ3 + 4ρ4 + 4ρ5 + 4ρ6 + 4ρ7,

θ′13(−1) = corK/K∩Q(ζ13)

(
resQ(ζ13)/K∩Q(ζ13)(θ13(−1))

)
=

= 3id+ 3ρ1 + 3ρ2 + 3ρ3 + 3ρ4 + 3ρ5 + 3ρ6 + 3ρ7,

θ′91(−1) = corK/K∩Q(ζ91)

(
resQ(ζ91)/K∩Q(ζ91)(θ91(−1))

)
=

= 9id+ 10ρ1 + 9ρ2 + 10ρ3 + 9ρ4 + 8ρ5 + 9ρ6 + 8ρ7,

θ′280(−1) = corK/K∩Q(ζ280)

(
resQ(ζ280)/K∩Q(ζ280)(θ280(−1))

)
=

= 11id+ 11ρ1 + 13ρ2 + 13ρ3 + 13ρ4 + 13ρ5 + 11ρ6 + 11ρ7,

θ′520(−1) = corK/K∩Q(ζ520)

(
resQ(ζ520)/K∩Q(ζ520)(θ520(−1))

)
=

= 24id+ 24ρ1 + 24ρ2 + 24ρ3 + 24ρ4 + 24ρ5 + 24ρ6 + 24ρ7,

θ′3640(−1) = corK/K∩Q(ζ3640)

(
resQ(ζ3640)/K∩Q(ζ3640)(θ3640(−1))

)
=

= 71id+ 75ρ1 + 73ρ2 + 69ρ3 + 73ρ4 + 69ρ5 + 71ρ6 + 75ρ7,

где ρi — автоморфизмы поля K. Идеал Штикельбергера в соответствии с определени-
ем 6 примет вид (полагаем, что столбцы матрицы соответствуют автоморфизмам GK ,
а строки— образующим идеала):

I =



1 1 1 1 2 2 2 2
2 2 2 2 1 1 1 1
4 4 4 4 4 4 4 4
3 3 3 3 3 3 3 3
11 11 13 13 13 13 11 11
13 13 11 11 11 11 13 13
9 10 9 10 9 8 9 8
10 9 10 9 8 9 8 9
9 8 9 8 9 10 9 10
8 9 8 9 10 9 10 9
24 24 24 24 24 24 24 24
71 75 73 69 73 69 71 75
75 71 69 73 69 73 75 71
73 69 71 75 71 75 73 69
69 73 75 71 75 71 69 73



.

4. Вычисление группы классов мультиквадратичных полей
В заключение покажем, как идеал Штикельбергера связан с числом группы клас-

сов мультиквадратичного поля. Через ClK будем обозначать группу классов числового
поля K с кольцом целых OK , то есть фактор-группу I/P , где I —мультипликативная
группа дробных идеалов OK ; P — группа главных идеалов OK . Группа классов ClK ко-
нечна, её размер называется числом классов и обозначается hK . Вычисление ClK или
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её размера hK — одна из фундаментальных задач алгоритмической теории чисел [17].

Из теоремы Брауера — Зигеля [18,19] известно, что асимптотически hK ∼
1

2

√
|∆K |, где

∆K —дискриминант K.
Наиболее быстрые из известных алгоритмов вычисления ClK для произвольного

поля K основаны на методе исчисления индексов [20, 21] и работают за время, суб-
экспоненциальное от ∆K . Для некоторых полей существуют специальные алгоритмы,
в частности, для мультиквадратичных предложен метод [22], значительно ускоряющий
вычисление ClK .

Задача вычисления ClK и hK более интересна в случае мнимых полей. Для дей-
ствительных полей гипотеза Коэна —Ленстры [23] утверждает, что бóльшая часть дей-
ствительных квадратичных полей является областью главных идеалов (то есть ClK
тривиальна). В [24] гитопеза расширена на поля бóльших степеней. Кроме того, для
действительных полей идеал Штикельбергера тривиален [2, с. 94], поэтому сосредото-
чимся на мнимых полях.

Мнимое квадратичное поле. Рассмотрим K = Q(
√
d), d < 0, d свободно от

квадратов. Для произвольного d алгоритм Хафнера —МакКёрли [20] вычисляет ClK
за время eO

(√
ln|d|·ln ln|d|

)
.

П. Шмид в [25, док-во теоремы 2] показал, что hK = 2v − ϕ(d)/2, где v— сумма
квадратичных невычетов в (Zd)×. Таким образом, зная θd(−1), мы знаем hK . Для про-
извольного d вычисление значений u, v по формулам (5) займут O(d) времени, что
уступает в асимптотике алгоритму Хафнера —МакКёрли. Однако, как показано в п. 2,
для простого d, такого, что |d| ≡ 1 mod 4, значения u, v, а значит, и hK , можно вычис-
лить за время poly log(d).

Совсем недавно мнимые квадратичные поля были предложены для эффектив-
ных конструкций так называемых проверяемых функций задержки (verifiable delay
functions) [5,6], которые, например, активно использует блокчейн Chia3. Для обеспече-
ния должного уровня безопасности при генерации большого d алгоритм должен прове-
рять, выполняется ли |d| ≡ 1 mod 4. Для |d| ≡ 3 mod 4 остаётся открытым вопрос, для
каких значений d алгоритм Хафнера —МакКёрли работает быстрее на практике, чем
непосредственное вычисление u, v по формулам (5). Отметим, что вычисления сумм
в (5) тривиально распараллеливаются, что даёт значительное практическое преиму-
щество этому наивному методу относительно алгоритма Хафнера —МакКёрли.

Мнимые биквадратичное и мультиквадартичные поля. Положим теперь
K = Q(

√
d1,
√
d2), di < 0, di свободны от квадратов и взаимно просты. Поле K содер-

жит 3 квадратичных подполя: два мнимых k1 = Q(
√
d1), k2 = Q(

√
d2) и одно действи-

тельное k3 = Q(
√
d1d2). Т. Кубота в [26, Satz 5] доказал, что hK =

q(K/Q)

2
hk1hk2hk3 ,

где q(K/Q) = [UK : Uk1Uk2Uk3 ] —индекс единиц поля K (то есть степень расшире-
ния UK — группы единиц поля K —над группой Uk1Uk2Uk3 , порождённой образующи-
ми групп единиц подполей ki). Этот индекс для мультиквадратичных полей можно
получить за время poly log(∆K) с помощью алгоритма Бауха и др. [27]. Исходя из рас-
суждений выше, можно посчитать число классов мнимых подполей hk1 , hk2 , получив
тем самым hK с точностью до множителя hk3 . Вычислению hk3 —числа группы клас-
сов действительных квадратичных полей — посвящены работы [28,29]. В продолжение
эвристики Коэна —Ленстры в [30] показано, что hk3 с большой вероятностью не делит-

3https://www.chia.net/
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ся на малые простые, а в [31, 32] приведены случаи, когда hk3 ∈ {1, 2}. Отметим, что
идеал Штикельбергера для действительных квадратичных полей (см. случай 3 в п. 2)
не даёт информации о числе группы классов.

Формула Куботы обобщается до мультиквадратичного случая. Из [33, 34] извест-

но, что для K = Q(
√
d1, . . .

√
dn) справедлива формула hK =

1

2ν
q(K/Q)

∏
i

h(ki), где

ν = (n− 1)(2n−2− 1) + 2n−1− 1, а произведение по ki пробегает все 2n−1 квадратичных
подполя K. В работе [35] классифицированы всевозможные значения q(K/Q). Таким
образом, при вычислении hK для мультиквадратичного поля ключевое значение иг-
рает алгоритм, вычисляющий группу классов квадратичного поля, а эта задача ал-
горитмически эквивалентна вычислению идеала Штикельбергера для мнимых полей.
Классификация мультиквадратичных полей с числом классов 1 представлена в [36].

Открытые вопросы. Было бы интересно расширить полученные результаты
в следующих (прямо противоположных друг другу) направлениях: 1) ускорения алго-
ритма вычисления идеала Штикельбергера; 2) приложение мультиквадратичных по-
лей к конструкциям функций с задержкой с эффективной верификацией, как полей,
число группы классов которых трудно вычислить на практике.
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