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1. Àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëîâûå ïîëÿ.

1.6. Ïðèìèòèâíûå ýëåìåíòû.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì Q�º2, i� � Q�º2 � i�. Ðîëü ïðèìèòèâíîãî ýëå-
ìåíòà â ýòîì ñëó÷àå èãðàåò

º
2 � i.

Òåîðåìà 1 (Òåîðåìà î ïðèìèòèâíîì ýëåìåíòå). Äëÿ êàæäîãî ÷èñëîâîãî
ïîëÿ K ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò α > K, ÷òî K � Q�α�. Â ýòîì
ñëó÷àå α íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíûì ýëåìåíòîì ïîëÿ K.

Ëåììà 1. Ïóñòü K � ÷èñëîâîå ïîëå, α � ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ÷èñ-
ëîâîãî ïîëÿ K. Åñëè òîæäåñòâåííîå âëîæåíèå ïîëÿ K â C ÿâëÿåòñÿ
åäèíñòâåííûì âëîæåíèåì ϕ, òàêèì, ÷òî ϕ�α� � α, òî α � ïðèìèòèâ-
íûé ýëåìåíò ïîëÿ K.

1.7. Íîðìû è ñëåäû.

Ïóñòü êàê è ðàíåå K � ÷èñëîâîå ïîëå, α � ýëåìåíò ïîëÿ K è mα �K �
K.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñëåä è íîðìó ýëåìåíòà α îïðåäåëèì ÷åðåç ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ëèíåéíûé îïåðàòîð mα:

TrK~Q�α� � Tr�mα� > Q,
NK~Q � disc�mα� > Q.
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Ïðèìåð 2. 1). Ðàññìîòðèì K � Q�ºα� è âû÷èñëèì ñëåä è íîðìó ýëå-
ìåíòà α � a � b

º
α.

Äåéñòâèå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà íà áàçèñíûå ýëåìåíòû:

mα�1� � a � b
º
α,

mα�ºα� � bα � a
º
α,

ñîîòâåòñòâåííî, M � �a bd
b a

�. Èìååì
TrK~Q�α� � 2a (ñóììà ýëåìåíòîâ ãëàâíîé äèàãîíàëè),

NK~Q�α� � a2 � b2d (äèñêðèìèíàíò).

2). Ðàññìîòðèì K � Q�θ�, ãäå θ � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà X3
�X �1. Ïðè

ýòîì 1, θ, θ2 � áàçèñ K íàä Q. Íàéäåì ñëåä è íîðìó ýëåìåíòà α � 1�3θ2.
Ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà èìååò âèä:

M �

���
1 �3 0
0 �2 �3
3 0 �2

��� ,

òîãäà Tr�α� � �3, N�α� � 4 � 3��9� � 31.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü K � ÷èñëîâîå ïîëå, α,β >K. Òîãäà

TrK~Q�α � β� � TrK~Q�α� � TrK~Q�β�,
NK~Q�α � β� � NK~Q�α� �NK~Q�β�.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ϕ1, ..., ϕd � âëîæåíèÿ K 0 C, α >K. Õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà mα èìååò âèä Ld

i�1�X � ϕi�α��. Òîãäà
TrK~Q�α� � d

Q
i�1

ϕi�α�,

NK~Q�α� � d

M
i�1

ϕi�α�.
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