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Ëåêöèÿ �1

1 ×èñëîâûå ïîëÿ

1.1 Ðàñøèðåíèÿ ïîëåé, àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü L è K � ïîëÿ. Òîãäà L/K íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåíèåì
ïîëåé, åñëè K � ïîäïîëå â L.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü L/K � ðàñøèðåíèå ïîëåé, α ∈ L. Ýëåìåíò α íàçûâà-
åòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì íàä ïîëåì K, åñëè ∃ g ∈ K[X], g 6= 0, òàêîé, ÷òî g(α) = 0.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì C/Q, i � ìíèìàÿ åäèíèöà. Ýëåìåíò i � àëãåáðàè÷å-
ñêèé íàä Q, òàê êàê îí ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà g(X) = X2 + 1 ∈ Q[X].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü α � àëãåáðàè÷åñêèé ýëåìåíò íàä ïîëåì K. Òîãäà

1. ∃ ! µK,α(X) ∈ K[X] òàêîé, ÷òî µK,α(α) = 0 è µK,α � íåïðèâîäèìûé è

óíèòàðíûé. Â ýòîì ñëó÷àå µK,α íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëå-

íîì ýëåìåíòà α.

2. Åñëè íàéä¼òñÿ f ∈ K[X] òàêîé, ÷òî f(α) = 0, òî µK,α|f .

Ïðèìåð 2. K = Q(
√
2), L = Q(i +

√
2) = Q(i,

√
2). Ðàññìîòðèì α = i +

√
2.

Òîãäà µL,α(X) = X−α. Íàéä¼ì µK,α(X). Ïðåîáðàçîâàâ âûðàæåíèå α = i+
√
2,

ïîëó÷èì α2 − 2α
√
2 + 3 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, α ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà

X2 − 2
√
2X + 3 ∈ K[X]. Âòîðûì êîðíåì ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæ¼ííûé ê α, òî åñòü

α =
√
2− i. Òàêèì îáðàçîì, äàííûé ìíîãî÷ëåí íåïðèâîäèì íàä ïîëåì K[X].

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü L/K � ðàñøèðåíèå ïîëåé, α ∈ L � àëãåáðàè÷åñêèé
ýëåìåíò íàä K. Òîãäà ñòåïåíüþ ýëåìåíòà α íàçûâàåòñÿ ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà
µK,α.

Ïðèìåð 3. Ñòåïåíü
√
2 íàä Q ðàâíà 2, òàê êàê µQ,

√
2(X) = X2 − 2.

Îïðåäåëåíèå 4. α ∈ C íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ÷èñëîì, åñëè α � àëãåá-
ðàè÷åñêèé ýëåìåíò íàä Q.
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1.2 Ïîðîæä¼ííûå ïîëÿ

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü L/K � ðàñøèðåíèå ïîëåé, S ⊂ L � ïîäìíîæåñòâî.
Ðàñøèðåíèå ïîëÿ K, ïîðîæä¼ííîå ìíîæåñòâîì S, � ýòî ïåðåñå÷åíèå âñåõ ïîä-
ïîëåé â L, ñîäåðæàùèõ îäíîâðåìåííî K è S.

Ïîðîæä¼ííîå ðàñøèðåíèå îáû÷íî çàïèñûâàåòñÿ êàêK(S). Åñëè S = {s1, ..., sn},
òî K(s1, ..., sn).

Ëåììà 1. K(S) � ïîäïîëå ïîëÿ L. Ýòî íàèìåíüøåå ïîäïîëå, ñîäåðæàùåå è

K, è S.

Ïðèìåð 4. � R(i) = C.

� Ïóñòü d ∈ Q, ïðè÷¼ì d íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì êàêîãî-ëèáî ÷èñëà, è

K = Q(
√
d) = {a+ b

√
d|a, b ∈ Q}.

Ïî êðèòåðèþ ïîäïîëÿ K ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëåì â C. Äàëåå ïóñòü L 6= K.
Ìû èìååì Q ⊂ L,

√
d ∈ L. Èç òîãî, ÷òî a, b ∈ Q (ïî óñëîâèþ) è

√
d ∈ L

(ïî ïðåäëîæåíèþ) ñëåäóåò, ÷òî a + b
√
d ∈ L. Îêîí÷àòåëüíî çàêëþ÷àåì,

÷òî K ⊆ L.

1.3 Àëãåáðàè÷åñêèå è êîíå÷íûå ðàñøèðåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü L/K � ðàñøèðåíèå ïîëåé. Ýòî ðàñøèðåíèå íàçûâà-
åòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè ∀ α ∈ L ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì íàä K.

Åñëè L/K � ðàñøèðåíèå ïîëåé, òî L � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä K.

Îïðåäåëåíèå 7. [L : K] = dimK L � ñòåïåíü ðàñøèðåíèÿ L/K. Åñëè [L : K] <
∞, òî L/K íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì ðàñøèðåíèåì.

Ïðèìåð 5. � Áàçèñ ðàñøèðåíèÿ C = R(i) ñîñòîèò èç äâóõ ýëåìåíòîâ:
{1, i}. Ñëåäîâàòåëüíî, [C : R] = 2.

� [Q(
√
α) : Q] = 2, òàê êàê áàçèñ ðàñøèðåíèÿ Q(

√
α) ñîñòîèò èç äâóõ

ýëåìåíòîâ: 1,
√
α.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü L/K � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëåé. Òîãäà L/K àëãåáðàè-

÷åñêîå ðàñøèðåíèå.

1.4 Ïðîñòûå ðàñøèðåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 8. Ðàñøèðåíèå âèäà K(α)/K íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü L/K � ðàñøèðåíèå ïîëåé, α ∈ L � àëãåáðàè÷åñêèé íàä K,

µK,α � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ýëåìåíòà α, n = deg(µα). Òîãäà

1. K(α) ∼= K[X]/(µα).
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2. {1, α, ..., αn−1} � áàçèñ K(α) íàä K è [K(α) : K] = deg(µα).

Ïðèìåð 6. Ðàññìîòðèì ïîëå Q( 3
√
d) = {a+ b 3

√
d+ c( 3

√
d)2|a, b, c ∈ Q}, α = 3

√
d.

Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ýëåìåíòà α ðàâåí µα = X3− d. Òàê êàê deg(µα) = 3,
áàçèñ Q( 3

√
d)/Q ñîñòîèò èç òðåõ ýëåìåíòîâ: {1, 3

√
d, ( 3
√
d)2}.
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