
Àëãåáðàè÷åñêàÿ òåîðèÿ ÷èñåë
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Ëåêöèÿ �2

1 ×èñëîâûå ïîëÿ

1.5 ×èñëîâûå ïîëÿ

Îïðåäåëåíèå 9. ×èñëîâîå ïîëå � ýòî êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ Q.
Ïðèìåð 7. 1. Q � ÷èñëîâîå ïîëå ñî ñòåïåíüþ ðàñøèðåíèÿ 1.

2. Ïóñòü d ∈ Q, d 6= 0, 1 � íå êâàäðàò, òîãäà Q(
√
d) � ÷èñëîâîå ïîëå ñî

ñòåïåíüþ ðàñøèðåíèÿ 2.

3. Åñëè d1, ..., dm � àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà, òî Q(d1, ..., dm) � ÷èñëîâîå ïîëå.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè K � ÷èñëîâîå ïîëå, òî ëþáîé α ∈ K ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè-

÷åñêèì.

1.6 Áàøíè ïîëåé

Òåîðåìà 4. Ïóñòü K ⊆ L ⊆ M � êîíå÷íûå ðàñøèðåíèÿ ïîëåé, l1, ..., lr �

áàçèñ L/K, m1, ...,ms � áàçèñ M/L. Òîãäà {limj; i = 1, r, j = 1, s} � áàçèñ

M/K. Êðîìå òîãî, [M : K] = [L : K][M : L].

1.7 Ïðèìåðû ÷èñëîâûõ ïîëåé

Ëåììà 2. Ïóñòü K � êâàäðàòè÷íîå ïîëå. Òîãäà K = Q(
√
d), ãäå d 6= 0; 1 è

ñâîáîäíî îò êâàäðàòîâ.

Ïðèìåð 8. 1. Q(
√
−1

3
) = Q(

√
−12) = Q(

√
−3).

2. Êóáè÷åñêèå êîðíè èç åäèíèöû: 1, ζ, ζ2; ζ = e
2πi
3 . Òàê êàê 1+ζ+ζ2 = 0⇒ ζ

� êîðåíü ìíîãî÷ëåíà X2 +X + 1⇒ ζ � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî ⇒
[Q(ζ) : Q] = 2⇒ Q(ζ) = Q(

√
d) � êâàäðàòè÷íîå ïîëå.

Îïðåäåëåíèå 10. Ïóñòü n � ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî, ζn = e
2πi
n . Òîãäà

Q(ζn) � n-å êðóãîâîå (öèêëîòîìè÷åñêîå) ïîëå.

Çàìå÷àíèå 1. Â îáùåì ñëó÷àå Q( 3
√
d) íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ êóáè÷åñêèì ïîëåì.
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1.8 Ïðèìåð Q(
√
5,
√
6)

Ðàññìîòðèì áàøíþ ïîëåé Q ⊂ Q(
√
5) ⊂ Q(

√
5,
√
6). Ñòåïåíü ðàñøèðå-

íèÿ äëÿ ïåðâîãî âëîæåíèÿ ðàâíà 2, ðàâíî êàê è äëÿ âòîðîãî ⇒ ïî òåîðåìå 4
[Q(
√
5,
√
6) : Q] = 4. Çíà÷èò, â áàçèñå ðàñøèðåíèÿ Q(

√
5,
√
6)/Q 4 ýëåìåíòà.

Ïðè ýòîì:

� Áàçèñ L/K : 1;
√
5.

� Áàçèñ M/L : 1,
√
6.

Ñëåäîâàòåëüíî, áàçèñ M/K : 1,
√
5,
√
6,
√
30.

Äîêàæåì, ÷òî Q(
√
5,
√
6) = Q(

√
5 +
√
6).

(Äîñòàòî÷íîñòü): Ïóñòü α =
√
5 +
√
6. Òîãäà Q(α) ⊂ Q(

√
5,
√
6), òàê êàê

Q ⊂ Q(
√
5,
√
6), α ∈ Q(

√
5,
√
6).

(Íåîáõîäèìîñòü): Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî Q(
√
5,
√
6) ⊂ Q(

√
5 +
√
6).

1. (α−
√
5)2 = 6,

α2 − 2α
√
5 + 5 = 6,

α2 − 2α
√
5− 1 = 0,√

5 = α2−1
2α
∈ Q(α).

2. (α−
√
6)2 = 5,

α2 − 2α
√
6 + 6 = 5,

α2 − 2α
√
6 + 1 = 0,√

6 = α2+1
2α
∈ Q(α).

Òàêèì îáðàçîì, Q(
√
5,
√
6) ⊂ Q(

√
5 +
√
6).

Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ýëåìåíòà α ðàâåí µα(X) = X4 − 22X2 + 1.

1.9 Ðàñøèðåííûé ïðèìåð

Îïðåäåëåíèå 11. Ïóñòü f ∈ Q[X], d1, ..., dn � êîðíè f â C. Òîãäà Q(d1, ..., dn)
íàçûâàåòñÿ ïîëåì ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f .

Ïðèìåð 9. Âû÷èñëèì ñòåïåíü ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f = X3 − 5 íàä
Q.

� Êîðíè ìíîãî÷ëåíà f : θ1 = 3
√
5, θ2 = ζ 3

√
5, θ3 = ζ2 3

√
5, ãäå ζ � ïðèìèòèâ-

íûé êóáè÷åñêèé êîðåíü èç åäèíèöû.

� Ïîëå ðàçëîæåíèÿ: Q(θ1, θ2, θ3).
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� K = Q(θ1) ⊂ L = Q(θ1, θ2) ⊂M = Q(θ1, θ2, θ3).

� Ïî òåîðåìå 4: [M : Q] = [K : Q][L : K][M : L] = 3 · 2 · 1 = 6.

� Áàçèñ K/Q : 1, θ1, θ
2
1.

� Áàçèñ L/K : 1, θ2
θ1

= ζ.

� Áàçèñ M/L : 1.
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