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2 Âëîæåíèÿ ÷èñëîâîãî ïîëÿ

2.1 Ãîìîìîðôèçìû ïîëåé

Ëåììà 1. Ëþáîé ãîìîìîðôèçì ïîëåé σ : K → L èíúåêòèâåí.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè σ : K → L � ãîìîìîðôèçì ïîëåé, òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

σ : K ↪→ L.

Ðàññìîòðèì

f(X) = anX
n + ...+ a1X + a0 ∈ K[X],

òîãäà

σ(f(X)) = σ(an)X
n + ...+ σ(a1)X + σ(a0) ∈ L[X].

Ëåììà 2. Ïóñòü σ : K → L � èçîìîðôèçì ÷èñëîâûõ ïîëåé, α ∈ C � êîðåíü

f ∈ K[X], íåïðèâîäèìîãî íàä K, β ∈ C � êîðåíü σ(f). Òîãäà ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííûé èçîìîðôèçì τ : K(α)→ L(β), òàêîé, ÷òî τ |K = σ è τ(α) = β.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü id : Q → Q, d 6= 0, 1 � ñâîáîäíî îò êâàäðàòîâ è f(X) =
X2 − d. Èìååì id(f) = f .
Ïóñòü α =

√
d è β = −

√
d. Òîãäà Q(α) = Q(β) = Q(

√
d), ñëåäîâàòåëüíî,

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì τ : Q(
√
d)→ Q(

√
d), òàêîé, ÷òî τ |Q =

id è τ(α) = β. Òîãäà τ(a+ b
√
d) = a− b

√
d, ãäå a, b ∈ Q.

2.2 Âëîæåíèÿ â C

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü K � ÷èñëîâîå ïîëå. Âëîæåíèåì K íàçûâàåòñÿ ãîìî-

ìîðôèçì σ : K ↪→ C.

Ëåììà 3. Ïóñòü σ : K ↪→ C � âëîæåíèå. Òîãäà σ(a) = a äëÿ ∀a ∈ Q.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü d 6= 0; 1 � ñâîáîäíî îò êâàäðàòîâ,K = Q(
√
d) è a+b

√
d ∈ K.

Åñëè σ : K ↪→ C � âëîæåíèå, òî

σ(a+ b
√
d) = σ(a) + σ(b)σ(

√
d) = a+ bσ(

√
d).
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Ïîñêîëüêó (
√
d)2 = d ∈ Q, òî ⇒ σ((

√
d)2) = (σ(

√
d))2 = σ(

√
d) = d. Ñëåäîâà-

òåëüíî, σ(
√
d) = ±

√
d.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóþò 2 âëîæåíèÿ σ1, σ2 : K ↪→ C:

σ1(a+ b
√
d) = a+ b

√
d, σ2(a+ b

√
d) = a− b

√
d.

Ëåììà 4. Ïóñòü K � ÷èñëîâîå ïîëå, σ : K ↪→ C, f ∈ K[X] � íåïðèâîäèìûé

íàë K è degf = d. Òîãäà σ(f) èìååò d ðàçëè÷íûõ êîðíåé â C.

2.3 Òåîðåìà î ïðèìèòèâíîì ýëåìåíòå

Òåîðåìà 1. Ïóñòü L/K � ðàñøèðåíèå ÷èñëîâûõ ïîëåé. Òîãäà L = K(γ) äëÿ
íåêîòîðîãî γ ∈ L.

Ëåììà 5. Ïóñòü L = K(α, β) � ÷èñëîâîå ïîëå. Òîãäà ñóùåñòâóåò ýëåìåíò

γ ∈ L, òàêîé, ÷òî L = K(γ).

2.4 Ðàñøèðåííûå âëîæåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü L/K � ðàñøèðåíèå ÷èñëîâûõ ïîëåé, σ : K ↪→ C è

τ : L ↪→ C. Ãîâîðÿò, ÷òî τ ðàñøèðÿåò σ, åñëè τ |K = σ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü K � ÷èñëîâîå ïîëå, M = K(α), α � àëãåáðàè÷åñêèé íàä K,

σ : K ↪→ C. Ïóñòü òàêæå µα � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí α íàä K è α1, . . . , αn
� êîðíè σ(µα) â C. Òîãäà

1. Ñóùåñòâóåò ðîâíî n = [M : K] âëîæåíèé τi : M ↪→ C, ðàñøèðÿþùèõ
σ.

2. τi(α) = αi.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü K = Q( 3
√
2). Íàéäåì âëîæåíèÿ K ↪→ C. Îáîçíà÷èì θ = 3

√
2.

Òîãäà K = {a+ bθ + cθ2|a, b, c ∈ Q}.
Åñëè τ : K ↪→ C, òî ñóùåñòâóåò id : Q ↪→ C, òàêîå, ÷òî id(a) = a äëÿ ∀a ∈ Q.
Èìååì µθ(X) = X3 − 2, òîãäà θ, ζθ, ζ2θ � êîìïëåêñíûå êîðíè µθ, ãäå ζ = e

2πi
3 .

Ïðè ýòîì τ |Q = id.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ i = 1, 3, τi : K ↪→ C è τ1(θ) = θ, τ2(θ) = ζθ, τ3(θ) = ζ2θ.

Òåîðåìà 3. ×èñëîâîå ïîëå K èìååò [K : Q] âëîæåíèé.
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