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2 Âëîæåíèÿ ÷èñëîâîãî ïîëÿ

2.6 Äåéñòâèòåëüíûå è êîìïëåêñíûå âëîæåíèÿ

Ðàññìîòðèì σ : K ↪→ C è σ : K ↪→ C, ãäå σ(α) = σ(α). Èìååì σ = σ òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà σ(K) ⊂ R (íåò ìíèìîé ÷àñòè) ⇒ σ � äåéñòâèòåëüíîå
âëîæåíèå. Åñëè æå σ(K) ̸⊂ R ⇒ σ � êîìïëåêñíîå âëîæåíèå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü K � ÷èñëîâîå ïîëå, σ1, ..., σr � åãî äåéñòâèòåëüíûå âëî-

æåíèÿ; σr+1, ..., σr+s, σr+1, ..., σr+s � êîìïëåêñíûå âëîæåíèÿ. Òîãäà

[K : Q] = r + 2s.

Ïðè ýòîì ïàðà (r, s) íàçûâàåòñÿ ïîäïèñüþ K.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü K = Q(
√

1 +
√
2). Íàéä¼ì (r, s).

α =
√

1 +
√
2 ⇒ µα = X4 − 2X − 1 ⇒ [K : Q] = 4.

α1 =
√

1 +
√
2, α2 = −

√
1 +

√
2, α3 =

√
1−

√
2, α4 = −

√
1−

√
2.

Îáîçíà÷èì τi : K ↪→ C è τi(α) = αi. Ïóñòü òîãäà α1, α2 � äåéñòâèòåëüíûå
êîðíè, à α3, α4 � êîìïëåêñíûå.
Îêîí÷àòåëüíî èìååì: r = 2, s = 1 ⇒ (r, s) = (2, 1) ⇒ [K : Q] = r + rs =
2 + 2 · 1 = 4.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü α ∈ Q. Ñîïðÿæåíèÿìè ê α íàçûâàþòñÿ êîðíè åãî
ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà µα.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü K � ÷èñëîâîå ïîëå ñòåïåíè n, σ1, ..., σn � âëîæåíèÿ K ↪→
C è α ∈ K. Òàêæå ïóñòü çàäàí õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χα(X) =∏n

i=1(X − σi(α)). Òîãäà

TrK/Q(α) =
n∑

i=1

σi(α), NK/Q(α) =
n∏

i=1

σi(α).

Ïðèìåð 2. 1. Ðàññìîòðèì K = Q( 3
√
2), α = 1 + 3

√
2. Òîãäà ñóùåñòâóþò 3

âëîæåíèÿ K ↪→ C:

� σ1(α) = α;

1



� σ2(α) =
3
√
2ζ;

� σ3(α) =
3
√
2ζ2.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Tr(α) = 3, N(α) = 3.

2. Ðàññìîòðèì K = Q(
√
d), α = a + b

√
d, a, b ∈ Q. Òîãäà χα(X) = X2 −

2aX + (a2 − bd) ∈ Q[X].
Åñëè b = 0, òî α = a ∈ Q è χα(X) = X2 − 2aX + a2 = (X − a)2 = µα.
Åñëè a, b ̸= 0, òî χα = µα.

2.7 Äèñêðèìèíàíòû

Ïóñòü K � ÷èñëîâîå ïîëå ñòåïåíè n. Ðàññìîòðèì ω1, ..., ωn ∈ K. Îáîçíà÷èì

M =


σ1(ω1) σ2(ω1) ... σn(ω1)
σ1(ω2) σ2(ω2) ... σ2(ω2)

...
...

...
...

σ1(ωn) σ2(ωn) ... σn(ωn)


D(ω1, ..., ωn) = det(M) íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì íàáîðà ω1, ..., ωn.
∆(ω1, ..., ωn) = D2(ω1, ..., ωn) íàçûâàåòñÿ äèñêðèìèíàíòîì íàáîðà ω1, ..., ωn.

Ïðèìåð 3. 1. Ðàññìîòðèì K = Q(
√
d), òîãäà {1,

√
d} � áàçèñ K/Q.

Ñóùåñòâóþò âëîæåíèÿ: σ1(
√
d) =

√
d, σ2(

√
d) = −

√
d.

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû âëîæåíèé â òàêîì ñëó÷àå ðàâåí:∣∣∣∣ 1 1√
d −

√
d

∣∣∣∣ = 4d.

2. Â ñëó÷àå, åñëè {ω1, ω2} = {1, 1+
√
d

2
}, ãäå ω1, ω2 ∈ K, òî ∆(ω1, ω2) = d.

3. Ðàññìîòðìì K = Q( 3
√
d). Òîãäà {1, 3

√
d, ( 3

√
d)2} � áàçèñ K/Q.

Îáîçíà÷èì θ = 3
√
d. Òîãäà ñóùåñòâóþò âëîæåíèÿ: σ1(θ) = θ, σ2(θ) = θ · ζ,

σ2(θ) = θ · ζ2 è

∆(1, θ, θ2) =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
θ θζ θζ2

θ2 θ2ζ2 θ2ζ

∣∣∣∣∣∣
2

= (3θ3ζ2 − 3θ3ζ)2 = (3d(ζ2 − ζ))2 = −27d2.

2.8 Äèñêðèìèíàíò è ñëåäû

Òåîðåìà 3. ÏóñòüK � ÷èñëîâîå ïîëå ñòåïåíè n, ω1, ..., ωn ∈ K. Òîãäà ∆(ω1, ..., ωn) =
det(M), ãäå M = (TrK/Q(ωiωj)).

Ïðèìåð 4.

∆(1; θ; θ2) =

∣∣∣∣∣∣
Tr(1 · 1) Tr(1 · θ) Tr(1 · θ2)
Tr(θ · 1) Tr(θ · θ) Tr(θ · θ2)
Tr(θ2 · 1) Tr(θ2 · θ) Tr(θ2 · θ2)

∣∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣∣
3 0 0
0 0 3d
0 3d 0

∣∣∣∣∣∣
2

= −27d2.
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