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2 Âëîæåíèÿ ÷èñëîâîãî ïîëÿ

2.9 Äèñêðèìèíàíòû è áàçèñû

Ëåììà 1. Åñëè ω1, ..., ωn ëèíåéíî çàâèñèìû íàä Q, òî

D(ω1, ..., ωn) = ∆(ω1, ..., ωn) = 0.

Êðîìå òîãî, ω1, ..., ωn ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì K/Q òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
∆(ω1, ..., ωn) ̸= 0.

Ëåììà 2. Ïóñòü cij ∈ Q, βi =
∑n

j=1 cijωj. Òîãäà

D(β1, ..., βn) = det(cij) ·D(ω1, ..., ωn).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü K � ÷èñëîâîå ïîëå ñòåïåíè n. Òîãäà

1. K = Q(α), D(1, α, α2, ..., αn−1) =
∏

1≤i≤j≤n(αi − αj)
2, ãäå αi, αj � ýëåìåí-

òû, ñîïðÿæ¼ííûå ñ α.

2. β1; ...; βn ∈ K ⇒ îáðàçóþò áàçèñ íàä Q òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
∆(β1, ..., βn) ̸= 0.

3 Àëãåáðàè÷åñêèå öåëûå ÷èñëà

3.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Q � ìíîæåñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 1. α ∈ Q íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì öåëûì, åñëè ÿâëÿåòñÿ
êîðíåì óíèòàðíîãî ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Îáîçíà÷èì O � ìíîæåñòâî âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ öåëûõ.
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Ïðèìåð 1. 1. i ∈ O, ò.ê. µi(X) = X2 + 1.

2. α = 1+
√
5

2
∈ O, ò.ê. µα(X) = X2 −X + 1.

3. α = 1√
2
̸∈ O, ò.ê. µα(X) = X2 − 1

2
̸∈ Z[X].

Ëåììà 3. (Ãàóññà) Ïóñòü f ∈ Z � óíèòàðíûé; g, h ∈ Q[X] | f = gh. Òîãäà
∃λ ∈ Q | G = λg, H = λ−1h ∈ Z[X].

Ëåììà 4. Ïóñòü α � àëãåáðàè÷åñêèé ýëåìåíò. Òîãäà α áóäåò àëãåáðàè÷åñêèì
öåëûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà µQ,α ∈ Z[X].

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü K � ÷èñëîâîå ïîëå. α ∈ K � àëãåáðàè÷åñêîå öåëîå òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1. α � êîðåíü óíèòàðíîãî ìíîãî÷ëåíà f ∈ Z[X].

2. µQ,α(X) ∈ Z[X].

3. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí α èìååò öåëûå êîýôôèöèåíòû.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü K � ÷èñëîâîå ïîëå. Êîëüöî OK = K ∩ O íàçûâàåòñÿ
êîëüöîì öåëûõ ïîëÿK. Ïðè ýòîìOQ = Z ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ðàöèîíàëüíûõ
öåëûõ ÷èñåë è Z ⊆ OK .

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü K � ÷èñëîâîå ïîëå, α ∈ K ⇒ ∃ ðàöèîíàëüíîå öåëîå
m ≥ 1 | m · α ∈ OK .

3.2 Êîëüöî öåëûõ

Ëåììà 5. Ïóñòü α � àëãåáðàè÷åñêîå öåëîå ñòåïåíè d. Òîãäà äëÿ ∀j > 0 : αj

ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ 1, α, ..., αd−1 íàä Z.

Ëåììà 6. Åñëè α1, ..., αn � àëãåáðàè÷åñêèå öåëûå, òî Z[α1, ..., αn] êîíå÷íî ïî-
ðîæäåíî êàê àääèòèâíàÿ àáåëåâà ãðóïïà.

Ëåììà 7. Ïóñòü H � íåòðèâèàëüíàÿ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííàÿ àääèòèâíàÿ ïîä-
ãðóïïà â ïîëå C è θ ∈ C, θ ·H ⊆ H, òîãäà θ � àëãåáðàè÷åñêîå öåëîå.

Òåîðåìà 2. O è OK � êîëüöà.
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