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3 Àëãåáðàè÷åñêèå öåëûå ÷èñëà

3.3 Öåëûé áàçèñ

Îáîçíà÷èì O+
K � àääèòèâíàÿ àáåëåâà ãðóïïà.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì Z[i] � ãàóññîâû öåëûå ÷èñëà. Òîãäà Z[i]+ = Z·1⊕Z·i ∼=
Z2.

Îïðåäåëåíèå 3. Öåëûì áàçèñîì ÷èñëîâîãî ïîëÿ K íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
ýëåìåíòîâ ξ1, ..., ξn ∈ OK , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ Z-áàçèñîì êîëüöà OK .

Äëÿ ëþáîãî α ∈ OK ñïðàâåäëèâî α = m1ξ1 + ... + mnξn, mi ∈ Z. Òîãäà
O+

K = Z · ξ1 ⊕ Z · ξ2 ⊕ ...⊕ Z · ξn.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü G � êîíå÷íî ïîðîæä¼ííàÿ àääèòèâíàÿ àáåëåâà ãðóïïà.
Òîãäà ñóùåñòâóåò r ≥ 0, r ∈ Z (ðàíã) è ïîëîæèòåëüíûå öåëûå d1|d2|...|dk,
òàêèå, ÷òî

G ∼= Zr ⊕ Z/d1Z ⊕ ...⊕ Z/dkZ.

Ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé îò êðó÷åíèÿ ãðóïïîé, åñëè â íåé ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííûé ýëåìåíò êîíå÷íîãî ïîðÿäêà 0.

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì C êàê àääèòèâíóþ àáåëåâó ãðóïïó, G � ïîäãðóïïà â
C. Åñëè α ∈ G è ord(α) < ∞, òîãäà ñóùåñòâóåò n = ord(α)|n · α = 0, n ≥ 1.
Ñîîòâåòñòâåííî, α = 0.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü G � êîíå÷íî ïîðîæä¼ííàÿ àääèòèâíàÿ àáåëåâà ãðóïïà,
ñâîáîäíàÿ îò êðó÷åíèÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò r ≥ 0 � öåëîå, òàêîå, ÷òî G ∼= Zr.

Ëåììà 8. Ïóñòü K � ÷èñëîâîå ïîëå. Åñëè O+
K � êîíå÷íî ïîðîæäåíà, òî O+

K

èìååò öåëûé áàçèñ.

Ëåììà 9. Ïóñòü K � ÷èñëîâîå ïîëå ñòåïåíè n, H � êîíå÷íî ïîðîæä¼ííàÿ
ïîäãðóïïà â O+

K ðàíãà m. Òîãäà m ≤ n.

Ïðèìåð 4. Ðàññìîòðèì K = Q(i) ñ áàçèñîì {1, i}. Òîãäà rank(O+
K) = 2.
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3.4 Öåëûå â êâàäðàòè÷íûõ ïîëÿõ

Ëåììà 10. Ïóñòü d ̸= 0; 1 ñâîáîäíî îò êâàäðàòîâ, µ ̸= 0 ∈ Q | µ2d ∈ Z. Òîãäà
µ ∈ Z.

Ëåììà 11. Ïóñòü d ̸= 0; 1 ñâîáîäíî îò êâàäðàòîâ. Ýëåìåíò 1+
√
d

2
ÿâëÿåòñÿ

àëãåáðàè÷åñêèì öåëûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà d ≡ 1 ( mod 4).

Ëåììà 12. Ïóñòü K = Q(
√
d).

1. Åñëè d ̸≡ 1 ( mod 4), òî 1,
√
d � öåëûé áàçèñ OK è OK = Z[

√
d]. 2. Åñëè

d ≡ 1 ( mod 4), òî 1, 1+
√
d

2
� öåëûé áàçèñ OK, è OK = Z[1+

√
d

2
].

Çàìå÷àíèå 1. 1. Åñëè d ̸≡ 1 ( mod 4), òî OK = {a+ b
√
d | a, b ∈ Z}.

2. Åñëè d ≡ 1 ( mod 4), òîOK = {a+b
√
d | }∪{ r

2
+ s

2

√
d | r, s� íå÷¼òíûå öåëûå}.

3.5 Öåëûå â êâàäðàòè÷íûõ ïîëÿõ

Ëåììà 13. Ïóñòü K � ÷èñëîâîå ïîëå ñòåïåíè n, H � êîíå÷íî ïîðîæä¼ííàÿ
ïîäãðóïïà â O+

K ðàíãà n. Ïóñòü òàêæå {ω1, ..., ωn} è {η1, ..., ηn} � áàçèñû H.
Òîãäà èõ äèñêðèìèíàíòû áóäóò ñîâïàäàòü:

∆(ω1, ..., ωn) = ∆(η1, ...ηn) = ∆(H).

Ëåììà 14. Ïóñòü K � ÷èñëîâîå ïîëå ñòåïåíè n, H � êîíå÷íî ïîðîæä¼ííàÿ
ïîäãðóïïà â O+

K ðàíãà n. Òîãäà |∆(H)| ∈ Zr≥0.

Îòìåòèì, åñëè G � êîíå÷íî ïîðîæä¼ííàÿ ïîäãðóïïà â O+
K è H ⊆ G, òîãäà

∆(H) = (G : H)2∆(G).

3.6 Ñóùåñòâîâàíèå öåëîãî áàçèñà

Òåîðåìà 4. Ïóñòü K � ÷èñëîâîå ïîëå ñòåïåíè n. Òîãäà OK èìååò öåëûé
áàçèñ ðàíãà n:

O+
K = Z · ω1 ⊕ ...⊕ Z · ωn.

Îïðåäåëåíèå 4. Äèñêðèìèíàíòîì δK ÷èñëîâîãî ïîëÿ K íàçûâàåòñÿ äèñêðè-
ìèíàíò öåëîãî áàçèñà êîëüöà OK .

3.7 Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ öåëîãî áàçèñà

Ëåììà 15. Ïóñòü K � ÷èñëîâîå ïîëå ñòåïåíè n, ω1, ..., ωn ∈ OK � ëèíåéíî
íåçàâèñèìûå, íî íå ÿâëÿþòñÿ Z-áàçèñîì. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðîñòîå p, òà-
êîå, ÷òî p2|∆(ω1, ..., ωn ∈ OK), è ñóùåñòâóåò ui ∈ Q, 0 ≤ ui < p (íå âñå ui

ðàâíû 0), òàêèå, ÷òî
u1ω1 + ...+ unωn

p
∈ OK .
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Êðîìå òîãî, åñëè η1, ..., ηn � áàçèñ ïîäãðóïïû, ïîðîæä¼ííîé ω1, ..., ωn è
u1ω1+...+unωn

p
,

òî ∆(η1, ..., ηn) =
1
p2
∆(ω1, ..., ωn).

Ïðèìåð 5. 1. Ïóñòü θ � êîðåíü X3 + X + 1. Âû÷èñëèì öåëûé áàçèñ äëÿ
K = Q(θ). {

1, θ, θ2 ∈ OK

∆(1, θ, θ2) = −31
⇒ (1)

⇒ 1, θ, θ2 � öåëûé áàçèñ äëÿ OK .

2. Ïóñòü òåïåðü θ � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà X3+X2−2X+8. Âû÷èñëèì öåëûé
áàçèñ äëÿ K = Q(θ).
1, θ, θ2 � áàçèñ K/Q.
∆(1, θ, θ2) = −2012 = 22503 ⇒ 1, θ, θ2 íå ÿâëÿåòñÿ öåëûì áàçèñîì.
Ïóñòü G � êîíå÷íî ïîðîæä¼ííàÿ ïîäãðóïïà â O+

K .
∆(1, θ, θ2) = (O+

K : G)2∆(G). Èíäåêñ G â O+
K ðàâåí 2.

Ñóùåñòâóþò ui, òàêèå, ÷òî 0 ≤ ui < 1 è β = u0+u1θ+u2θ2

2
∈ OK .

Ïðåòåíäåíòû íà äîáàâëåíèå ê áàçèñó:

1

2
,
1 + θ

2
,
1 + θ2

2
,
θ

2
,
θ + θ2

2
,
1 + θ + θ2

2
.

Ñðàçó èñêëþ÷àåì íåêîòîðûå íå àëãåáðàè÷åñêèå öåëûå, îñòàþòñÿ ýëåìåí-
òû:

1 + θ

2
,
1 + θ2

2
,
θ + θ2

2
.

(u0, u1, u2) =

(1, 1, 0)(1, 0, 1)

(0, 1, 1)

Mβ = u0

2
I3 +

u1

2
Mθ +

u2

2
Mθ2 .

� N(1+θ
2
) = −1.25 ̸∈ Z ⇒ 1+θ

2
̸∈ OK .

� N(1+θ2

2
) = 7.25 ̸∈ Z ⇒ 1+θ2

2
̸∈ OK .

� N( θ+θ2

2
) = 10 ∈ Z ⇒ θ+θ2

2
∈ OK .

Òàêèì îáðàçîì, β = θ+θ2

2
, χβ(X) = X3 − 2X2 + 3X − 10.

1, θ, θ2, β � ýëåìåíòû, ïîðîæäàþùèå öåëûé áàçèñ.
Ïîñêîëüêó θ2 = 2β − θ ⇒ 1, θ, β = θ+θ2

2
� ýòî öåëûé áàçèñ K.
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