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4 Ôàêòîðèçàöèÿ è èäåàëû

4.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèÿ:

Ïóñòü R � êîëüöî, a ∈ R.

Åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò b ∈ R, òàêîé, ÷òî ab = 1, òî a è b íàçûâàþòñÿ
åäèíèöàìè êîëüöà R.

Ýëåìåíò a íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì, åñëè a ̸= 0, íå ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé è
óñëîâèå a = bc âëå÷åò, ÷òî ëèáî b � åäèíèöà, ëèáî c � åäèíèöà.

Ýëåìåíò a íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè a ̸= 0, íå ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé è óñëî-
âèå a|bc âëå÷åò, ÷òî ëèáî a|b, ëèáî a|c.

Åñëè a = ub, ãäå u � åäèíèöà, òî ýëåìåíò a íàçûâàåòñÿ àññîöèèðîâàííûì ñ
b: a ∼ b.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ñ åäèíñòâåííûì ðàçëîæå-
íèåì íà ìíîæèòåëè, åñëè âñÿêèé a ∈ R, íå ÿâëÿþùèéñÿ åäèíèöåé, ìîæíî
çàïèñàòü êàê a = ν1ν2...νn, ãäå νi � íåïðèâîäèìûå ýëåìåíòû, è a = s1...sm, ãäå
sj � íåïðèâîäèìûå ýëåìåíòû, òîãäà n = m.

Ìíîæåñòâî a ⊂ R íàçûâàåòñÿ èäåàëîì êîëüöà R, åñëè:

� a � àääèòèâíàÿ àáåëåâà ãðóïïà;

� α · a ⊆ a äëÿ ∀α ∈ R.

Èäåàë a íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì èäåàëîì, åñëè a = (a) = aR = {a · r|r ∈ R}.

Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ, åñëè âñÿêèé èäåàë a ⊂ R
ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì.
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Êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûé èäåàë èìååò âèä (α1, ..., αn) =
∑n

i=1 βiαi, βi ∈ R.

Íàèîáëüøèì îáùèì äåëèòåëåì äâóõ èäåàëîâ íàçûâàåòñÿ

ÍÎÄ(a, b) = {α + β|α ∈ a, β ∈ b}.

ÍÎÄ(a, b) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a+ b = (1) = R.

Ëåììà 1. Ïóñòü K � ÷èñëîâîå ïîëå, òîãäà âñÿêèé èäåàë a êîëüöà OK èìååò
âèä: a = (α1, ..., αn), ãäå αi ∈ OK.

4.2 Ñâîéñòâà í¼òåðîâûõ êîëåö

Òåîðåìà 1. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî (ñ åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì).
Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. Ëþáîé èäåàë â R � êîíå÷íî ïîðîæä¼í.

2. a1 ⊆ a2 ⊆ ... ⊆ an = an+1 = an+2 = .... Äî an � âëîæåííàÿ öåïî÷êà, ïîñëå
� öåïî÷êà ñòàáèëèçèðóåòñÿ.

3. Ëþáîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî èäåàëîâ S ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíûé ýëå-
ìåíò.

Îïðåäåëåíèå 1. Êîëüöî, óäîâëåòâîðÿþùåå îäíîìó èç óñëîâèé òåîðåìû âû-
øå, íàçûâàåòñÿ í¼òåðîâûì.

Òåîðåìà 2. Êîëüöî OK � í¼òåðîâî.

4.3 Ôàêòîð-êîëüöà

Îïðåäåëåíèå 2. OK/a = {x+ a|x ∈ OK}, x+ a = x = [x].

Ïðè ýòîì îïåðàöèè íàä êëàññàìè èäåàëîâ îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� x+ y = x+ y

� x · y = x · y

Ëåììà 2. Ïóñòü a ̸= 0 � èäåàë â OK, α ̸= 0, α ∈ a. Òîãäà NK/Q(α) ∈ a.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü èäåàë a ̸= 0, a ⊂ OK. Òîãäà ôàêòîð-êîëüöî OK/α � êîíå÷-
íî.
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4.4 Ïðîñòîé è ìàêñèìàëüíûé èäåàëû

Îïðåäåëåíèå 3. Èäåàë p ̸= 0, p ⫋ OK íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè

α · β ∈ p ⇒

[
α ∈ p,

β ∈ p.

Îïðåäåëåíèå 4. Èäåàë m ̸= 0, m ⫋ OK íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, åñëè
∄a ⊂ OK : m ⫋ a ⫋ OK .

Çàìå÷àíèå 1. OK/p � êîëüöî öåëîñòíîñòè; OK/m � ïîëå.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü K � ÷èñëîâîå ïîëå. Ëþáîé èäåàë èç OK áóäåò ìàêñèìàëü-
íûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì.

4.5 Äðîáíûå èäåàëû

Îïðåäåëåíèå 5. Äðîáíûì èäåàëîì êîëüöà OK íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî a,
óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. a � àääèòèâíàÿ àáåëåâà ãðóïïà.

2. xa ⊂ a, ∀x ∈ OK .

3. ∃y ̸= 0, y ∈ OK : ya = b ⊂ OK .

Çàìå÷àíèå 2. Èäåàë èç OK ÿâëÿåòñÿ äðîáíûì. Íî äðîáíûé èäåàë íå âñåãäà
ëåæèò â OK .

Ëåììà 3. Èäåàë a ⊂ K ÿâëÿåòñÿ äðîáíûì èäåàëî êîëüöà OK òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà a = 1

β
b, ãäå b � èäåàë â OK, β ̸= 0, β ∈ OK.

Ëåììà 4. Ïóñòü a ̸= 0, a ⊂ OK. Îïðåäåëèì a−1 = {β ∈ K|β · a ⊂ OK}, β · a
� öåëûé. Òîãäà

1. a−1 � äðîáíûé èäåàë.

2. OK ⊂ a−1.

3. a−1 · a � èäåàë â OK.

4.6 Äåëåíèå è ôàêòîðèçàöèÿ èäåàëîâ

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü a ̸= 0, b ̸= 0 � èäåàëû â OK . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
èäåàë a äåëèò èäåàë b è çàïèñûâàòü a|b, åñëè a ⊇ b.

Ëåììà 5. Ïóñòü a ̸= 0, b ̸= 0 � èäåàëû, p � ïðîñòîé èäåàë è p|ab, òîãäà ëèáî
p|a, ëèáî p|b.
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Ëåììà 6. Ïóñòü a ̸= 0 � èäåàë â OK. Òîãäà ñóùåñòâóþò ïðîñòûå èäåàëû
p1, ..., pr, òàêèå, ÷òî a|p1 · ... · pr.

Ñëåäñòâèå 1. 1. Ïóñòü a � íåíóëåâîé èäåàë, p � ïðîñòîé èäåàë è a ⊆ p.
Òîãäà a ⫋ p−1 · a ⊂ OK.

2. p−1 · p = OK.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü K � ÷èñëîâîå ïîëå, OK ⊂ K. Ëþáîé íåíóëåâîé èäåàë a
èìååò åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè a =

∏n
i=1 pi.

Ñëåäñòâèå 2. 1. Åñëè a = p1...pn, òî a−1 = p−1
1 ...p−1

n ⇒ a · a−1 = (1) = OK.

2. Ïóñòü a ̸= 0, b ̸= 0 � èäåàëû â OK. Ïóñòü òàêæå a ⊃ b (a|b). Òîãäà
ñóùåñòâóåò èäåàë c ⊂ OK |b = ac.
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