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Ïðàêòèêà �16

2. Ââåäåíèå â òåîðèþ êîëåö.

2.7. Äåëèìîñòü â êîëüöàõ öåëîñòíîñòè.

1. Â êîëüöå öåëîñòíîñòè ïîêàçàòü, ÷òî ýëåìåíòû a è b àññîöèèðîâàííû òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà (a) = (b).

2. Ïîêàçàòü, ÷òî â êîëüöå öåëîñòíîñòè ïðîèçâåäåíèå íåïðèâîäèìîãî è îáðà-

òèìîãî ýëåìåíòîâ åñòü íåïðèâîäèìûé ýëåìåíò.

3. Ïóñòü D � åâêëèäîâî êîëüöî ñ ìåðîé d. Äîêàçàòü, ÷òî u îáðàòèì â D òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà d(u) = d(1).

4. Ïóñòü D � åâêëèäîâî êîëüöî ñ ìåðîé d. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè a è b àññîöè-

èðîâàííû, òî d(a) = d(b).

5. Ïóñòü D � êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ è p ∈ D. Äîêàçàòü, ÷òî (p) � ìàêñè-

ìàëüíûé èåäàë òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p � íåïðèâîäèì.

6. Â Z[i] íàéòè q è r, òàêèå, ÷òî 3− 4i = (25i)q + r, ãäå d(r) < d(2 + 5i).

7. Â Z[
√
−5] ïîêàçàòü, ÷òî 21 èìååò íå åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå íà ìíîæè-

òåëè.

8. Äîêàçàòü, ÷òî 1− i ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì â Z[i].
9. Äîêàçàòü, ÷òî êîëüöî Z[

√
−3] íå ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ.

10. Äîêàçàòü, ÷òî â Z[
√
5] ýëåìåíòû 2 è 1 +

√
5 ÿâëÿþòñÿ íåïðèâîäèìûìè,

íî íå ïðîñòûìè.
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