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Ëåêöèÿ �1

1 Òåîðèÿ ãðóïï.

1.1 Ãðóïïû.

1.1.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü G � ìíîæåñòâî âìåñòå ñ íåêîòîðîé áèíàðíîé îïåðà-

öèåé (ïî óìîë÷àíèþ áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ýòî óìíîæåíèå). Áóäåì ãîâîðèòü,

÷òî G � ãðóïïà îòíîñèòåëüíî óêàçàííîé îïåðàöèè, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäó-

þùèå ñâîéñòâà:

1. (Àññîöèàòèâíîñòü): (ab)c = a(bc) äëÿ âñåõ a, b, c ∈ G.

2. (Íåéòðàëüíûé èëè òîæäåñòâåííûé ýëåìåíò): Ñóùåñòâóåò e ∈ G, òà-
êîé, ÷òî ae = ea = a äëÿ âñåõ a ∈ G.

3. (Îáðàòèìîñòü): Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà a ∈ G ñóùåñòâóåò b ∈ G, òàêîé,
÷òî ab = ba = e.

Åñëè äëÿ âñÿêèõ a, b ∈ G âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ab = ba, òî ãðóïïà G íàçûâà-

åòñÿ àáåëåâîé.

Ïðèìåð 1. � Z,Q,R � ãðóïïû îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ.

� Z íå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ.

� {1,−1, i,−i} � ãðóïïà îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñíîãî óìíîæåíèÿ.

� Q+ � ïîëîæèòåëüíûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà � ãðóïïà îòíîñèòåëüíî óìíî-

æåíèÿ.

� Ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë âìåñòå ñ 1 îòíîñè-

òåëüíî óìíîæåíèÿ óäîâëåòâîðÿåò òð¼ì ñâîéñòâàì îïðåäåëåíèÿ, îäíàêî
√
2 ·
√
2 = 2. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííîå ìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì

îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ.
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� Ìíîæåñòâî ìàòðèö âèäà

(
a b

c d

)
, ãäå a, b, c, d ∈ Q, îáðàçóåò ãðóïïó îò-

íîñèòåëüíî ïîêîìïîíåíòíîãî ñëîæåíèÿ.

� Zn = {0, 1, . . . , n − 1} ïðè n ≥ 1 � ãðóïïà îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ ïî

ìîäóëþ n.

� R× � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ íåíóëåâûõ ÷èñåë � ãðóïïà îòíîñè-

òåëüíî óìíîæåíèÿ.

� Ìíîæåñòâî ìàòðèö âèäà

(
a b

c d

)
, ãäå a, b, c, d ∈ R è ad−bc 6= 0, ÿâëÿåòñÿ

íåàáåëåâîé ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ.

� {0, 1, 2, 3} íå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 4.

�

{
cos k·360◦

n
+ i sin k·360◦

n
|k = 0, 1, 2, . . . , n− 1

}
� ìíîæåñòâî êîñïëåêñíûõ êîð-

íåé ñòåïåíè n èç åäèíèöû � ãðóïïà îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ.

� Rn = {(a1, a2, . . . , an)|a1, a2, . . . , an ∈ R} � ãðóïïà îòíîñèòåëüíî ïîêîìïî-

íåíòíîãî ñëîæåíèÿ.

� Çàôèêñèðóåì òî÷êó (a, b) ∈ R2, îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå φa,b : R2 → R2,

(x, y) 7→ (x+ a, y+ b). Òîãäà {φa,b|a, b ∈ R} � ãðóïïà îòíîñèòåëüíî êîìïî-
çèöèè ôóíêöèé.

� {1, 2, . . . , n− 1} � ãðóïïà îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ ïî ìîäóëþ n òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà n � ïðîñòîå.

1.1.2. Ýëåìåíòàðíûå ñâîéñòâà ãðóïï.

Òåîðåìà 1. Â ãðóïïå G òîæäåñòâåííûé (íåéòðàëüíûé) ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ

åäèíñòâåííûì.

Òåîðåìà 2. Äëÿ a, b, c ∈ G âûïîëíÿåòñÿ ba = ca⇒ b = c, ab = ac⇒ b = c.

Òåîðåìà 3. Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà a ∈ G ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò

b ∈ G, òàêîé, ÷òî ab = ba = e.

Òåîðåìà 4. Äëÿ ýëåìåíòîâ a, b ∈ G èìååò ìåñòî (ab)−1 = b−1a−1.
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1.2 Êîíå÷íûå ãðóïïû. Ïîäãðóïïû.

1.2.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2. ×èñëî ýëåìåíòîâ â ãðóïïå G íàçûâàåòñÿ åå ïîðÿäêîì è îáî-

çíà÷àåòñÿ |G|.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïîðÿäêîì ýëåìåíòà g ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå ïî-

ëîæèòåëüíîå öåëîå n, òàêîå, ÷òî gn = e, ãäå e � íåéòðàëüíûé ýëåìåíò îòíî-

ñèòåëüíî îïåðàöèè â G. Îáîçíà÷àåòñÿ ord g èëè |g|.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïîäìíîæåñòâî H ãðóïïû G, ÿâëÿþùååñÿ ãðóïïîé îòíîñè-

òåëüíî îïåðàöèè â G, íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïîé â G. Ïðè ýòîì ïèøóò H ⊆ G.

Ïðîñòåéøèìè ïðèìåðàìè ïîäãðóïï ÿâëÿþòñÿ {e}, G � òðèâèàëüíûå ïîäãðóï-

ïû â G.

1.2.2 Ïðèçíàêè ïîäãðóïïû.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü G � ãðóïïà, H ⊂ G � íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Åñëè ab−1 ∈
H(a, b ∈ H), òî H � ïîäãðóïïà â G.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü G � ãðóïïà, H ⊂ G � íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Äëÿ a, b ∈ H,

åñëè

1) ab ∈ H,

2) a−1 ∈ H,

òî H � ïîäãðóïïà â G.

1.2.3 Ïðèìåðû ïîäãðóïï.

Îáîçíà÷èì 〈a〉 = {an|n ∈ Z}, ãäå a � ýëåìåíò ãðóïïû G.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü G � ãðóïïà, a � ýëåìåíò ýòîé ãðóïïû. Òîãäà 〈a〉 � ïîäãðóïïà
â G.

Ãðóïïà 〈a〉 íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïîé â G, ïîðîæäåííîé ýëåìåí-

òîì a.

Ïðèìåð 2. 1. 〈3〉 = {3, 9, 7, 1} = U(10) � ïîäãðóïïà â Z10 îòíîñèòåëüíî

óìíîæåíèÿ.

2. 〈2〉 = {2, 4, 6, 8, 0} � ïîäãðóïïà â Z10 îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ.
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Îïðåäåëåíèå 5. Öåíòðîì ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ

G, êîììóòèðóþùèõ ñ ïðîèçâîëüíûì ýëåìåíòîì èç G:

Z(G) = {a ∈ G|ax = xa,∀ ∈ G}.

Òåîðåìà 8. Z(G) � ïîäãðóïïà â G.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü a � ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò èç G. Öåíòðàëèçàòî-

ðîì ýëåìåíòà a â ãðóïïå G íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ èç G, êîòîðûå

êîììóòèðóþò ñ a:

C(a) = {g ∈ G|ga = ag}.

Òåîðåìà 9. Äëÿ ∀a ∈ G, ãäå G � ãðóïïà, öåíòðàçàòîð ýòîãî ýëåìåíòà åñòü

ïîäãðóïïà â G.
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