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Ëåêöèÿ �10

1.10 Ôóíäàìåíòàëüíàÿ òåîðåìà êîíå÷íûõ àáåëåâûõ ãðóïï

Òåîðåìà 1. Âñÿêàÿ êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì öèêëè÷åñêèõ

ãðóïï ïîðÿäêîâ, ðàâíûõ ñòåïåíÿì ïðîñòûõ ÷èñåë:

G ∼= Zp
n1
1

⊕ Zp
n2
2

⊕ ...⊕ Zp
nk
k
,

ãäå pi � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà, ni ≥ 0.

Ðàññìîòðèì êîíå÷íóþ àáåëåâó ãðóïïó G. Ïóñòü |G| = pk è k = n1 + n2 + ... + nt, ni ∈ N,
òîãäà

G ∼= Zp
n1 ⊕ Zp

n2 ⊕ ...⊕ Zp
nt .

Àëãîðèòì:

Âõîä: ãðóïïà G ïîðÿäêà pn.

Âûõîä: ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G.

1. Âû÷èñëÿåì ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ ãðóïïû G.

2. Âûáèðàåì ýëåìåíò a1 ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà è ïîëàãàåì G1 = ⟨a1⟩.

3. Åñëè |G| = |G1|, òî çàâåðøàåì àëãîðèòì. Èíà÷å i := i+ 1.

4. Âûáèðàåì ýëåìåíò ai ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà pk òàê, ÷òîáû pk ≤ |G|
|G1| è íè îäèí èç ýëå-

ìåíòîâ ai, a
p
i , ..., a

pk−1

i íå ëåæàë áû â Gi−1. Ïîëàãàåì Gi
∼= Gi−1 ⊕ ⟨ai⟩.

5. Âîçâðàò íà øàã 3.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà. Åñëè m
∣∣|G|, òî G èìååò ïîäãðóïïó ïî-

ðÿäêà m.

Ëåììà 1. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà pnm, ãäå p ̸ |m. Òîãäà G = H ×K, ãäå

H = {x ∈ G|xpn = e} è K = {x ∈ G|xm = e}, ïðè÷åì |H| = pn.

Ëåììà 2. Ïóñòü G � àáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà pn è a ∈ G � ýëåìåíò ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà.

Òîãäà G = ⟨a⟩ ×K.

Ëåììà 3. Êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà pn ïðåäñòàâèìà â âèäå âíóòðåííåãî ïðÿìîãî

ïðîèçâåäåíèÿ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï.
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