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Ëåêöèÿ �11

2 Ââåäåíèå â òåîðèþ êîëåö

2.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 1. Êîëüöîì R íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ñ äâóìÿ áèíàðíûìè îïåðà-

öèÿìè (ïî óìîë÷àíèþ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ñëîæåíèå è óìíîæåíèå), òàêèìè, ÷òî

1. Êîììóòàòèâíîñòü: a+ b = b+ a;

2. Àññîöèàòèâíîñòü: (a+ b) + c = a+ (b+ c);

3. Ñóùåñòâóåò íåéòðàëüíûé ýëåìåíò 0 îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ:

a+ 0 = 0 + a = a, ∀a ∈ R;

4. Äëÿ çàäàííîãî ýëåìåíòà ñóäåñòâóåò ïðîòèâîïîëîæíûé ê íåìó îòíîñòèëüíî ñëîæå-

íèÿ:

−a ∈ R, ïðè÷åì (−a) + a = a+ (−a) = 0;

5. Àññîöèàâòèâíîñòü: a(bc) = (ab)c;

6. Äèñòðèáóòèâíîñòü: a(b+ c) = ab+ ac, (b+ c)a = ba+ ca.

Òåîðåìà 1 (Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà). Ïóñòü R � êîëüöî è a, b, c ∈ R. Òîãäà

1. a · 0 = 0 · a = 0;

2. a(−b) = (−a)b = −(ab);

3. (−a)(−b) = ab;

4. a(b− c) = ab− ac, (b− c)a = ba− ca.

Êðîìå òîãî, åñëè R èìååò åäèíèöó 1, òî

5. (−1)a = −a:

6. (−1)(−1) = 1.

Òåîðåìà 2. Åñëè êîëüöî èìååò åäèíèöó, òî îíà åäèíñòâåíåííà. Åñëè äëÿ a ∈ R ñóùåñòâóåò

a−1, òî a−1 åäèíñòâåíåí.
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Îïðåäåëåíèå 2. Ïîäìíîæåñòâî S êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ïîäêîëüöîì â R, åñëè ñàìî ÿâëÿ-

åòñÿ êîëüöîì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé, çàäàííûõ â R.

Òåîðåìà 3 (Ïðèçíàê ïîäêîëüöà). Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî S êîëüöà R ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì,

åñëè äëÿ ëþáûõ a, b ∈ S âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ: a− b ∈ S è ab ∈ S.

2.2 Êîëüöà öåëîñòíîñòè

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî. Ýëåìåíò 0 ̸= a ∈ R íàçûâàåòñÿ äåëè-

òåëåì íóëÿ, åñëè ñóùåñòâóåò 0 ̸= b ∈ R è ab = 0.

Îïðåäåëåíèå 4. Êîëüöîì öåëîñòíîñòè íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé áåç

äåëèòåëåé íóëÿ.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü R � êîëüöî öåëîñòíîñòè, a, b, c ∈ R. Åñëè a ̸= 0 è ab = ac, òî b = c.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïîëåì íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, â êîòîðîì ëþáîé

îòëè÷íûé îò íóëÿ ýëåìåíò îáðàòèì.

Òåîðåìà 5. Êîíå÷íîå êîëüöî öåëîñòíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p êîëüöî Zp ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

Îïðåäåëåíèå 6. Õàðàêòåðèñòèêàîé êîëüöà R íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå öå-

ëîå n, òàêîå, ÷òî n ·x = 0 äëÿ âñåõ x ∈ R. Åñëè òàêîãî n íå ñóùåñòâóåò, òî áóäåì ãîâîðèòü,

÷òî R èìååò õàðàêòåðèñòèêó 0. Îáîçíà÷àåòñÿ charR = n.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü R � êîëüöî ñ åäèíèöåé. Åñëè åäèíèöà èìååò áåñêîíå÷íûé ïîðÿäîê îòíî-

ñèòåëüíî ñëîæåíèÿ, òî charR = 0. Åñëè åäèíèöà èìååò ïîðÿäîê n îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ,

òî charR = n.

Òåîðåìà 7. Åñëè R � êîëüöî öåëîñòíîñòè, òî charR =
[ 0,

p � ïðîñòîå.
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