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Ëåêöèÿ �12

2 Ââåäåíèå â òåîðèþ êîëåö

2.3 Èäåàëû è ôàêòîð-êîëüöà

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîëüêîëüöî A êîëüöà R íàçûâàåòñÿ èäåàëîì êîëüöà R, åñëè äëÿ ∀r ∈ R è

∀a ∈ A èìååò ìåñòî ra, ar ∈ A. Èäåàë A íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì èäåàëîì êîëüöà R, åñëè
A ⊊ R.

Ïóñòü R � êîëüöî, òîãäà R � àääèòèâíàÿ ãðóïïà. Ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü èäåàë A â R
êàê íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó â R. Çàïèøåì R/A = {r +A|r ∈ R}.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü R � êîëüöî, A � ïîäêîëüöî â R. Ìíîæåñòâî êëàññîâ âû÷åòîâ {r+A|r ∈ R}
ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì îòíîñèòåëüíî ñëåäóþùèõ îïåðàöèé:

(s+A) + (t+A) = (s+ t) +A; (s+A) · (t+A) = (st) +A

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A � èäåàë â R.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïðîñòûì èäåàëîì A êîììóòàòèâíîãî êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûé

èäåàë â R, òàêîé, ÷òî äëÿ a, b ∈ R è ab ∈ A ⇒
[ a ∈ A,

b ∈ A.

Îïðåäåëåíèå 3. Ìàêñèìàëüíûì èäåàëîì A êîììóòàòèâíîãî êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ñîá-

ñòâåííûé èäåàë â R, òàêîé, ÷òî íå ñóùåñòâóåò èäåàëà B â R, òàêîãî, ÷òî A ⊊ B ⊊ R.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, A � èäåàë â R. Ôàêòîð-êîëüöî
R/A ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì öåëîñòíîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A � ïðîñòîé èäåàë.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, A � èäåàë â R. Ôàêòîð-êîëüöî
R/A ÿâëÿåòñÿ ïîëåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A � ìàêñèìàëüíûé èäåàë.
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