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2 Òåîðèÿ êîëåö

2.4 Ãîìîìîðôèçì êîëåö

2.4.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Îïðåäåëåíèå 1. Ãîìîìîðôèçìîì êîëåö φ : R → S íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿ-

þùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì äëÿ ïðîèçâîëüíûõ a, b ∈ R:

1. φ(a+ b) = φ(a) + φ(b);

2. φ(ab) = φ(a) · φ(b).

Èçîìîðôèçìîì êîëåö íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçì êîëåö, äåéñòâóþùèé áèåêòèâíî.

2.4.2 Ñâîéñòâà ãîìîìîðôèçìîâ êîëåö

Òåîðåìà 1. Ïóñòü φ : R → S � ãîìîìîðôèçì êîëåö, A � ïîäêîëüöî â R, B � èäåàë â S.

1. Äëÿ âñÿêîãî r ∈ R è ïîëîæèòåëüíîãî öåëîãî n:

φ(n · r) = n · φ(r), φ(rn) = (φ(r))n.

2. φ(A) = {φ(a)
∣∣a ∈ A} � ïîäêîëüöî â S.

3. φ−1(B) = {r ∈ R
∣∣φ(r) ∈ φ} � èäåàë â B.

4. Åñëè R � êîììóòàòèâíî, òî φ(R) � êîììóòàòèâíî.

5. Åñëè 1 ∈ R, S ̸= {0} è φ � ñþðúåêòèâåí, òî φ(1) � åäèíèöà â S.

6. φ � èçîìîðôèçì ⇔ φ - ñþðúåêòèâåí è Ker φ = {r ∈ R
∣∣φ(r) = 0} = {0}.

7. Åñëè φ � èçîìîðôèçì, òî φ−1 � èçîìîðôèçì.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü φ : R → S � èçîìîðôèçì êîëåö. Òîãäà Ker φ = {r ∈ R
∣∣φ(r) = 0} � èäåàë

â R.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü φ : R → S � èçîìîðôèçì êîëåö. Òîãäà îòîáðàæåíèå R/Ker φ → φ(R),
r +Ker φ 7→ φ(r) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, R/Ker φ ∼= φ(R).
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Òåîðåìà 4. Ëþáîé èäåàë â êîëüöå R ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì ãîìîìîðôèçìà êîëüöà R. Â ÷àñòíîñòè,

èäåàë A èç R åñòü Ker φ, ãäå φ : R → R/A, r 7→ r +A.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü R � êîëüöî ñ åäèíèöåé. Îòîáðàæåíèå φ : Z → R, n 7→ n · 1 ÿâëÿåòñÿ

ãîìîìîðôèçìîì êîëåö.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè R � êîëüöî ñ åäèíèöåé è char(R) = n > 0, òî R ñîäåðæèò ïîäêîëüöî,

èçîìîðôíîå Zn. Åñëè char(R) = 0, òî R ñîäåðæèò ïîäêîëüöî, èçîìîðôíîå Z.

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûö öåëûõ m îòîáðàæåíèå φ : Z → Zm, x 7→ x (mod m)
ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì.

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü F � ïîëå è char F = p. Òîãäà F ñîäåðæèò ïîäïîëå, èçîìîðôíîå Zp.

Åñëè char F = 0, òî F ñîäåðæèò ïîäïîëå, èçîìîðôíîå ïîëþ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü D � êîëüöî öåëîñòíîñòè. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîëå F , êîòîðîå ñîäåðæèò

ïîäêîëüöî, èçîìîðôíîå D.
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