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Ëåêöèÿ �14

2 Òåîðèÿ êîëåö

2.5 Êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ

2.5.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî. Ìíîæåñòâî

R[X] = {anXn + an−1X
n−1 + . . .+ a1X + a0

∣∣ai ∈ R}, n ∈ N

íàçûâàåòñÿ êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ íàä R îò ïåðåìåííîé X.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî. Ïóñòü f(X), g(X) ∈ R[X], òîãäà

f(X) + g(X) = (as + bs)X
s + . . .+ (a1 + b1)X + a0 + b0

è

f(X) · g(X) = cm+nX
m+n + . . .+ c1X + c0,

ãäå ck = akb0 + ak−1b1 + . . .+ a1bk−1 + a0bk, k = 0, . . . ,m+ n.

Òåîðåìà 1. Åñëè D � êîëüöî öåëîñòíîñòè, òî D[X] � êîëüöî öåëîñòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìî çíàòü!

2.5.2 Àëãîðèòì äåëåíèÿ

Òåîðåìà 2. Ïóñòü F � ïîëå è f(X), g(X) ∈ F [X]. Òîãäà ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå q(X), r(X) ∈
F [X], òàêèå, ÷òî f(X) = g(X) · q(X) + r(X) è ëèáî r(X) = 0, ëèáî deg r < deg g.

Ñëåäñòâèå 1. Ýëåìåíò a ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f(X) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(X − a) � ìíîæèòåëü f(X).

Ñëåäñòâèå 2. Ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n, îïðåäåëåííûé íàä íåêîòîðûì ïîëåì, èìååò íå áîëåå n
êîðíåé ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 3. Êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ íàçûâàåòñÿ êîëüöî öåëîñòíîñòè, â êîòîðîì ëþ-

áîé èäåàë ãëàâíûé.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü F � ïîëå, I � íåíóëåâîé èäåàë â F [X] è g(X) ∈ F [X]. Òîãäà I = (g(X)) ⇔
g(X) � íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè â I.
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