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2 Òåîðèÿ êîëåö

2.6 Ôàêòîðèçàöèÿ ìíîãî÷ëåíîâ

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü R � êîëüöî öåëîñòíîñòè. Íåîáðàòèìûé íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí f(X) ∈
R[X] íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì íàä R, åñëè f(X) ̸= g(X) · h(X), ãäå g(X) ̸= const, h(X) ∈
R[X].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü F � ïîëå. Åñëè f(X) ∈ F [X] è deg f = 2 èëè 3. Ìíîãî÷ëåí f ïðèâîäèì

íàä F òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(X) èìååò íîëü â F .

Îïðåäåëåíèå 2. Ñîäåðæàíèåì íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà âèäà anX
n+an−1X

n−1+ ...+a1X+a0
ÿâëÿåòñÿ ÍÎÄ(an, an−1, ..., a0). Ïðèìèòèâíûì ìíîãî÷ëåíîì ñ êîýôôèöèåíòàìè èç Z ÿâëÿåò-

ñÿ ìíîãî÷ëåí ñ ñîäåðæàíèåì = 1.

Ëåììà 1 (Ãàóññà). Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïðèìèòèâíûõ ìíîãî÷ëåíîâ åñòü ïðèìèòèâíûé ìíî-

ãî÷ëåí.

Ïóñòü f(X) ∈ Z[X]. Åñëè f íåïðèâîäèì íàä Q, òî f íåïðèâîäèì íàä Z.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü p � ïðîñòîå, f(X) ∈ Z[X], deg f ≥ 1 è f̄(X) ∈ Zp[X] � ìíîãî÷ëåí, ïî-

ëó÷åííûé èç f ðåäóêöèåé åãî êîýôôèöèåíòîâ ïî ìîäóëþ p. Åñëè f̄(X) íåïðèâîäèì íàä Fp è

deg f̄ = deg f , òî f(X) íåïðèâîäèì íàä Q.

Òåîðåìà 3 (Êðèòåðèé Ýéçåíøòåéíà). Ïóñòü f(X) = anX
n+an−1X

n−1+ ...+a1X+a0 ∈ Z[X].
Åñëè ñóùåñòâóåò ïðîñòîå p, òàêîå, ÷òî p ̸ | an, p|an−1, ..., p|a0, p2 ̸ | a0, òî f íåïðèâîäèì íàä

Q.

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p ìíîãî÷ëåí, íàçûâàåìûé êðóãîâûì èëè öèêëîòîíè÷å-

ñêèì, Φp(X) = X−1
X+1 = Xp−1 +Xp−2 + ...+X + 1 íåïðèâîäèì íàä Q.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü F � ïîëå, f(X) ∈ F [X]. Èäåàë (f(X)) ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì â F [X]
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(X) íåïðèâîäèì íàä F .

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü F � ïîëå, f(X) � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí íàä F . Òîãäà F [X]/(f(X))
� ïîëå.

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü f(x), g(X), h(X) ∈ F [X]. Åñëè f íåïðèâîäèì íàä F è f |g ·h, òî
[ f |g

f |h .

Òåîðåìà 5. Ëþáîé ìíîãî÷ëåí â Z[X], íå ÿâëÿþùèéñÿ íè íóëåì, íè êîíñòàíòîé, ìîæåò

áûòü çàïèñàí â ñëåäóþùåì âèäå b1 · b2 · ... · bs · f1(X) · f2(X) · ... · fm(X), ãäå bi = const. fj -
íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû. Êðîìå òîãî, åñëè b1 · b2 · ... · f1(X) · f2(X) · ... · fm(X) = c1 · c2 · ... ·
ct · g1(X) · g2(X) · ... · gn(X), òî s = t,m = n, |bi| = ci, |fj | = gj.
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