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Ëåêöèÿ �16

2 Òåîðèÿ êîëåö

2.7 Äåëèìîñòü â êîëüöàõ öåëîñòíîñòè

Íåïðèâîäèìîñòü è ïðîñòîòà

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü D � êîëüöî öåëîñòíîñòè. Ýëåìåíòû a, b ∈ D íàçûâàþòñÿ àññîöèè-

ðîâàííûìè, åñëè a = u ·b, ãäå u ∈ D∗ � îáðàòèìû. Ýëåìåíò a ∈ D íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì,

åñëè a ̸∈ D∗ è åñëè a = b · c, ãäå b, c ∈ D ⇒
[ b ∈ D∗

c ∈ D∗ Ýëåìåíò a ∈ D íàçûâåòñÿ ïðîñòûì,

åñëè a|b · c ⇒
[ a|b

a|c

Òåîðåìà 1. Â êîëüöå öåëîñòíîñòè âñÿêèé ïðîñòîé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì a ∈ D � ïðîñòîé. Ïóñòü, íàïðèìåð, a = b · c.

Ïîêàæåì, ÷òî
[ b ∈ D∗

c ∈ D∗ . Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî
[ a|b

a|c
Ïóñòü a|b, òîãäà b = a · t = b · (c · t), ñëåäîâàòåëüíî, c · t = e ⇒ c ∈ D∗.

Êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ åñòü êîëüöî öåëîñòíîñòè, â êîòîðîì êàæäûé èäåàë èìååò âèä (a).

Òåîðåìà 2. Â êîëüöå ãëàâíûõ èäåàëîâ ýëåìåíò òîãäà è òîëüêî òîãäà íåïðèâîäèì, êîãäà

ïðîñò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü äîêàçàíà â ïðåäûäóùåé òåîðåìå. Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü.

Ïóñòü D � êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ, a ∈ D � íåïðèâîäèì è a|b · c. Ðàññìîòðèì I = {ax +
by
∣∣x, y ∈ D} � èäåàë. Ïóñòü I = (d).

a ∈ I ⇒ a = d · r, r ∈ D ⇒
[ d ∈ D∗ ⇒ 1 = ax+ by ⇒ c = cax+ cby ⇒ a|c.

r ∈ D∗ ⇒ b ∈ I ⇒ ∃t ∈ D
∣∣b = at ⇒ a|b.
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Êîëüöî ñ åäèíñòâåííûì ðàçëîæåíèåì íà ìíîæèòåëè

Îïðåäåëåíèå 2. Êîëüöî öåëîñòíîñòè D íàçûâàåòñÿ êîëüöîì ñ åäèíñòâåííûì ðàçëîæåíèåì

íà ìíîæèòåëè, åñëè:

1. Êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò èç D, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì, ìîæåò áûòü

çàïèñàí â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåïðèâîäèìûõ ýëåìåíòîâ èç D.

2. Ðàçëîæåíèå íà íåïðèâîäèìûå ýëåìåíòû åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî àññîöèèðîâàíèÿ

è ïîðÿäêà èõ ñëåäîâàíèÿ.

Ëåììà 1. Â êîëüöå ãëàâíûõ èäåàëîâ ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ öåïî÷êà èäåàëîâ I1 ⊂ I2 ⊂ ...
äîëæíà ñòàáèëèçèðîâàòüñÿ, òî åñòü èìåòü êîíå÷íóþ äëèíó.

Òåîðåìà 3. Âñÿêîå êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ñ åäèíñòâåííûì ðàçëîæåíèåì

íà ìíîæèòåëè.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü F � ïîëå, òîãäà F [X] � êîëüöî ñ åäèíñòâåííûì ðàçëîæåíèåì íà ìíî-

æèòåëè.

Åâêëèäîâû êîëüöà

Îïðåäåëåíèå 3. Êîëüöî öåëîñòíîñòè D íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì êîëüöîì, åñëè ñóùåñòâóåò

ôóíêöèÿ d, íàçûâàåìàÿ ìåðîé, äåéñòâóþùàÿ
∣∣d : D \ {0} → Z≥0 è îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè

ñâîéñòâàìè:

1. d(a) ≤ d(ab) äëÿ ∀a, b ∈ D \ {0}

2. Åñëè a, b( ̸= 0) ∈ D, òî ñóùåñòâóþò q, r ∈ D, òàêèå, ÷òî a = bq + r, ãäå r = 0 èëè

d(r) < d(b).

Ñðàâíåíèå êîëåö Z è F [X].

Õàðàêòåðèñòèêà Z F [X]
Âèä ýëåìåíòîâ an10

n + ...+ a110 + a0 anX
n + ...+ a1X + a0

Ìåðà d d(a) = |a| d(f(X)) = deg f
Z∗ a 0 îáðàòèì ⇔ |a| = 1 f 0 îáðàòèì ⇔ deg f = 0

Àëãîðèòì äåëåíèÿ a = bq + r, o ≤ r < |b| f(X) = q(X)g(X) + r(X),
[ 0 ≤ deg r < deg g

r(X) = 0
Êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ ∀ ≠ 0 I = (a), |a| ≠ 0−min ∀ ≠ 0 I = (f(X)),deg f −min

Òåîðåìà 4. Ëþáîå åâêëèäîâî êîëüöî ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü D � åâêëèäîâî êîëüöî, I (̸= 0) ⊂ D � èäåàë. Ñðåäè âñåõ íåíóëåâûõ

ýëåìåíòîâ èç I ðàññìîòðèì òàêîé a, ÷òîáû d(a) áûëî ìèíèìàëüíûì.

Åñëè b ∈ I, òî ñóùåñòâóþò q, r ∈ D, òàêèå, ÷òî b = aq + r, ãäå ëèáî r = 0, ëèáî d(r) < d(a).
Ñëåäîâàòåëüíî, r = b− aq, îòêóäà r ∈ I.

Òàê êàê d(r) ≥ d(a), òî r = 0 ⇒ b = aq ⇒ b ∈ (a) ⇒ I ⊂ (a) ⇒ I = (a).
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Â îáùåì ñëó÷àå ñóùåòâóþò êîëüöà ãëàâíûõ èäåàëîâ, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ åâêëèäîâûìè.

Ñëåäñòâèå 2. Ëþáîå åâêëèäîâî êîëüöî ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ñ åäèíñòâåííûì ðàçëîæåíèåì íà

ìíîæèòåëè.

Òåîðåìà 5. Åñëè D � êîëüöî ñ åäèíñòâåííûì ðàçëîæåíèåì íà ìíîæèòåëè, òî D[X] òàêæå

ÿâÿëåòñÿ êîëüöîì ñ åäèíñòâåííûì ðàçëîæåíèåì íà ìíîæèòåëè.
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