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Ëåêöèÿ �2

1.3 Öèêëè÷åñêèå ãðóïïû

1.3.1 Ñâîéñòâà öèêëè÷åñêèõ ãðóïï

Íàïîìíèì, ÷òî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà èìååò âèä G = ⟨a⟩ = {an|n ∈ Z}, ãäå a � åå îáðàçóþùèé

ýëåìåíò.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü G � ãðóïïà, a ∈ G � ýëåìåíò ýòîé ãðóïïû. Òîãäà

1. Åñëè ord a ≥ ∞, òî ai = aj ⇔ i = j (G � áåñêîíå÷íàÿ).

2. Åñëè ord a = n < ∞, òî ⟨a⟩ = {a, a2, ..., an−1, an = e}, ai = aj ⇔ n|(i− j).

Ñëåäñòâèå 1. ord a = |⟨a⟩|.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü G � ãðóïïà, a ∈ G è ord a = n. Åñëè ak = e, òî n|k. Ïðè ýòîì k
íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëåì ýëåìåíòà a.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ord a = n è k � ïîëîæèòåëüíîå öåëîå. Òîãäà ⟨ak⟩ = ⟨a(n,k)⟩ è ord ak =
n

ÍÎÄ(n,k) .

Ñëåäñòâèå 3. Â êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïå ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû.

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü ord a = n. Òîãäà ⟨ai⟩ = ⟨aj⟩ ⇔ ÍÎÄ(n, i) = ÍÎÄ(n, j) è ord ai = ord aj

⇔ ÍÎÄ(n, i) = ÍÎÄ(n, j).

Ñëåäñòâèå 5. Ïóñòü ord a = n. Òîãäà ⟨a⟩ = ⟨aj⟩ ⇔ ÍÎÄ(n, j) = 1 è ord a = ord aj ⇔
ÍÎÄ(n, j) = 1.

Ñëåäñòâèå 6. Öåëîå k â Zn � îáðàçóþùèé ýëåìåíò â Zn ⇔ ÍÎÄ(n, k) = 1.

1.3.2 Êëàññèôèêàöèÿ ïîäãðóïï öèêëè÷åñêèõ ãðóïï

Òåîðåìà 3. ∀ ïîäãðóïïà öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé. Êðîìå òîãî, åñëè |⟨a⟩| =
n, òî ïîðÿäîê ïîäãðóïïû ⟨a⟩ äåëèò n. Äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî k|n ãðóïïà ⟨a⟩ èìååò â

òî÷íîñòè îäíó ïîäãðóïïó ⟨a
n
k ⟩ ïîðÿäêà k.

Ñëåäñòâèå 7. Äëÿ ∀k|n ìíîæåñòâî ⟨nk ⟩ � ! ïîäãðóïïà â Zn ïîðÿäêà k.

Îïðåäåëåíèå 1. ϕ(n) � ôóíêöèÿ Ýéëåðà � êîëè÷åñòâî ÷èñåë, âçàèìíîïðîñòûõ ñ n.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü d|n. Òîãäà ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà d â öèêëè÷åñêîé ãðóïïå ïîðÿäêà n
ðàâíî ϕ(d).
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