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Ëåêöèÿ �6

1.6 Êëàññû âû÷åòîâ è òåîðåìà Ëàãðàíæà

1.6.1 Ñâîéñòâà êëàññîâ âû÷åòîâ

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü G � ãðóïïà, H � ïîäìíîæåñòâî â G. Äëÿ ∀a ∈ G îáîçíà÷èì aH =
{ah|h ∈ H} (àíàëîãè÷íî, Ha = {ha|h ∈ H}) è aHa−1 = {aha−1|h ∈ H}). Åñëè H � ïîäãðóïïà

â G, òî ìíîæåñòâî aH íàçûâàåòñÿ ëåâûì êëàññîì âû÷åòîâ, Ha � ïðàâûì êëàññîì âû÷å-

òîâ, à ýëåìåíò a íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâèòåëåì êëàññà. Çà |aH|, |Ha| áóäåì îáîçíà÷àòü ÷èñëî

ýëåìåíòîâ â aH, Ha ñîîòâåòñòâåííî.

Ëåììà 1. Ïóñòü H � ïîäãðóïïà â ãðóïïå G, a, b ∈ G. Òîãäà

1. a ∈ aH;

2. aH = H ⇔ a ∈ H;

3. aH = bH ⇔ a ∈ bH(b ∈ aH);

4. aH = bH èëè aH ∩ bH = ∅;

5. aH = bH ⇔ a−1b ∈ H;

6. |aH| = |bH|;

7. aH = Ha ⇔ H = aHa−1;

8. aH � ïîäãðóïïà â G ⇔ a ∈ H.

1.6.2 Òåîðåìà Ëàãðàíæà è ñëåäñòâèÿ

Òåîðåìà 1 (Ëàãðàíæà). Åñëè G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, H � ïîäãðóïïà G, òîãäà |H| äåëèò |G|.
Êðîìå òîãî, ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ëåâûõ (ïðàâûõ) êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ïîäãðóïïå H â G ðàâíî |G|

|H| .

Îïðåäåëåíèå 2. ×èñëî ðàçëè÷íûõ ëåâûõ êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ïîäãðóïïå H â ãðóïïå G íàçû-

âàåòñÿ èíäåêñîì ïîäãðóïïû H â G. Îáîçíà÷àåòñÿ |G : H| èëè (G : H).

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, H � ïîäãðóïïà â G, òî (G : H) = |G|
|H| .

Ñëåäñòâèå 2. Â êîíå÷íîé ãðóïïå ïîðÿäîê êàæäîãî ýëåìåíòà ãðóïïû äåëèò ïîðÿäîê ñàìîé

ãðóïïû.
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Ñëåäñòâèå 3. Ãðóïïà ïðîñòîãî ïîðÿäêà � öèêëè÷åñêàÿ.

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, a ∈ G. Òîãäà a|H| = e.

Ñëåäñòâèå 5 (Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà). Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ öåëîãî a è ïðîñòîãî p ñïðàâåäëèâî

ap ≡ 1(mod p).

1.6.3 Ïðèëîæåíèå êëàññîâ âû÷åòîâ ê ãðóïïàì ïåðåñòàíîâîê

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü G � ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà S. Äëÿ ∀i ∈ S ïîëîæèì

stabG(i) = {φ ∈ G|φ(i) = i}.

Äàííîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ñòàáèëèçàòîðîì ýëåìåíòà i â G.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü G � ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà S. Äëÿ ∀s ∈ S ïîëîæèì

orbG(s) = {φ(s)|φ ∈ G}.

Äàííîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ îðáèòîé ýëåìåíòà s îòíîñèòåëüíî G.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà S. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
i ∈ S èìååò ìåñòî:

|G| = |orbG(i)| · |stabG(i)|.
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