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Ëåêöèÿ �9

1.9 Ãîìîìîðôèçì ãðóïï

1.9.1 Îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû

Îïðåäåëåíèå 1. Ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï φ : G → G′ íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå

ãðóïïîâóþ îïåðàöèþ:

φ(a ∗G b) = φ(a) ∗G′ φ(b).

Îïðåäåëåíèå 2. ßäðîì ãîìîìîðôèçìà φ : G → G′ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî:

Ker(φ) = {x ∈ G|φ(x) = e}.

1.9.2 Ñâîéñòâà ãîìîìîðôèçìîâ

Òåîðåìà 1. Ïóñòü φ � ãîìîìîðôèçì ãðóïï G → G′ è g ∈ G. Òîãäà

1. φ(eG) = eG′.

2. φ(gn) = (φ(g))n.

3. Åñëè ord(g) < ∞, òî ord(φ(g))| ord(g).

4. φ(a) = φ(b) ⇔ aKer(φ) = bKer(φ).

5. Åñëè φ(g) = g′, òî φ−1(g′) = {x ∈ G|φ(x) = g′} = gKer(φ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìî çíàòü.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü φ � ãîìîìîðôèçì ãðóïï G → G′, H � ïîäãðóïïà â G. Òîãäà

1. φ(H) = {φ(h)|h ∈ H} � ïîäãðóïïà â G.

2. Åñëè H � öèêëè÷åñêàÿ, òî φ(H) � öèêëè÷åñêàÿ.

3. Åñëè H � àáåëåâà, òî φ(H) � àáåëåâà.

4. Åñëè H ◁ G, òî φ(H) ◁ G′.

5. Åñëè |H| = n, òî |φ(H)|
∣∣n
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6. Åñëè H ′ � ïîäãðóïïà â G′, òî φ−1(H ′) = {h ∈ G|φ(h) ∈ G′} � ïîäãðóïïà â G.

7. Åñëè H ′ ◁ G′, òî φ−1(H ′) = {h ∈ G|φ(h) ∈ G′} ◁ G.

8. Åñëè φ � ñþðúåêòèâåí è Ker φ = {e}, òî φ � èçîìîðôèçì (G ∼= G′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìî çíàòü.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè φ � ãîìîìîðôèçì ãðóïï G → G′, òî Ker(φ) � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â

G.

1.9.3 Ïåðâàÿ òåîðåìà îá èçîìîðôèçìå

Òåîðåìà 3. Ïóñòü φ � ãîìîìîðôèçì ãðóïï G → G′. Òîãäà îòîáðàæåíèå G/Ker(φ) → φ(G),
ïðè êîòîðîì gKer(φ) 7→ φ(g), ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì G/Ker(φ) ∼= φ(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìî çíàòü.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè φ : G → G′ � ãîìîìîðôèçì êîíå÷íûõ ãðóïï, òî |φ(G)|
∣∣|G| è |φ(G)|

∣∣|G′|.

Òåîðåìà 4. Âñÿêàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì ãîìîìîðôèçìà φ : G → G′. Â
÷àñòíîñòè, åñëè N ◁ G, òî N = Ker(φ), ãäå φ : G → G/N è g 7→ gN .
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