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3. Òåîðèÿ ñðàâíåíèé.

3.1. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ñðàâíåíèé.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü n � ôèêñèðîâàííîå ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî. Äâà

öåëûõ ÷èñëà a è b íàçûâàþòñÿ ñðàâíèìûìè ïî ìîäóëþ n è îáîçíà÷àþòñÿ êàê

a ≡ b (mod n),

åñëè n|(a− b). Â òàêîì ñëó÷àå a− b = kn äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî ÷èñëà k.

Äëÿ çàäàííîãî öåëîãî a ïóñòü q è r � åãî ÷àñòíîå è îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà

n:

a = qn+ r, 0 ≤ r < n.

Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ ñðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî a ≡ r (mod n). Ïîñêîëüêó ñóùå-

ñòâóåò n âàðèàíòîâ äëÿ âûáîðà r, î÷åâèäíî, ÷òî êàæäîå öåëîå ÷èñëî ñðàâíèìî ïî

ìîäóëþ n ðîâíî ñ îäíèì èç çíà÷åíèé 0, 1, 2..., n− 1. Â ÷àñòíîñòè, a ≡ 0 (mod n)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n|a. Ìíîæåñòâî n öåëûõ ÷èñåë 0, 1, 2, ..., n− 1 íàçû-

âàåòñÿ ìíîæåñòâîì íàèìåíüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n.

Â îáùåì, n öåëûõ ÷èñåë a1, a2, ..., an îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî

ìîäóëþ n, åñëè êàæäîå öåëîå ÷èñëî ñðàâíèìî ïî ìîäóëþ n ñ îäíèì è òîëüêî

îäíèì èç ak; èíûìè ñëîâàìè, a1, a2, ..., an ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ n ñ 0, 1, 2, ..., n−1,
âçÿòûìè â íåêîòîðîì ïîðÿäêå.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò ïîëåçíóþ õàðàêòåðèñòèêó ñðàâíåíèþ ïî ìîäóëþ n

â òåðìèíàõ îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íà n.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ öåëûõ ÷èñåë a è b: a = b (mod n) òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà a è b èìåþò îäèí è òîò æå íåîòðèöàòåëüíûé îñòàòîê ïðè

äåëåíèè íà n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìî çíàòü.
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Íåêîòîðûå èç ïðîñòåéøèõ ñâîéñòâ ñðàâíåíèé ïðåäñòàâëåíû â ñëåäóþùåé

òåîðåìå.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü n > 0 ôèêñèðîâàíî, a, b, c, d � ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà.

Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1. a ≡ a (mod n).

2. Åñëè a ≡ b (mod n), òî b ≡ a (mod n).

3. Åñëè a ≡ b (mod n) è b ≡ c (mod n), òî a ≡ c (mod n).

4. Åñëè a ≡ b (mod n) è c ≡ d (mod n), òî a + c ≡ b + d (mod n) è ac ≡ bd

(mod n).

5. Åñëè a ≡ b (mod n), òî a+ c ≡ b+ c (mod n) è ac ≡ bc (mod n).

6. Åñëè a ≡ b (mod n), òî ak ≡ bk (mod n) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà

k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìî çíàòü.

Â ïðåäûäóùåé òåîðåìå äëÿ a ≡ b (mod n) âûïîëíÿåòñÿ ca = cb (mod n) äëÿ

ëþáîãî c. Îáðàòíîå, îäíàêî, áóäåò íåâåðíî.

Òåîðåìà 3. Åñëè ca ≡ cb (mod n), òî a ≡ b (mod n
d
), ãäå d = ÍÎÄ(c, n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìî çíàòü.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ca ≡ cb (mod n) è ÍÎÄ(c, n) = 1, òî a ≡ b (mod n)

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè ca ≡ cb (mod p) è p íå äåëèò c (p � ïðîñòîå ÷èñëî), òî

a ≡ b (mod p).

3.2. Íåêîòîðûå ïðèçíàêè äåëèìîñòè.

Ïðè çàäàííîì öåëîì b > 1 ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî N ìîæåò áûòü

îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëåíî â âèäå:

N = amb
m + am−1b

m−1 + ...+ a2b
2 + a1b

1 + a0,

ãäå ak ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò 0 äî b − 1. Àëãîðèòì äåëåíèÿ äà¼ò öåëûå

÷èñëà q1 è a0, óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâó:

N = q1b+ a0, 0 ≤ a0 ≤ b.
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Åñëè q1 ≥ b, ìû ìîæåì åù¼ ðàç ïðèìåíèòü àëãîðèòì äåëåíèÿ è ïîëó÷èì

N = q2b+ a1, 0 ≤ a1 ≤ b.

Òåïåðü ïîäñòàâèì q1 â èñõîäíîå ðàâåíñòâî, ïîëó÷èì

N = (q2b+ a1)b+ a0 = q2b
2 + a1b

1 + a0.

Äî òåõ ïîð, ïîêà q2 > b, ìû ìîæåì ïðîäîëæàòü äåëåíèå. Ñëåäóþùèì øàãîì

ïîëó÷èì q2 = q3b+ a2, ãäå 0 ≤ a2 ≤ b è

N = q3b
3 + a2b

2 + a1b
1 + a0.

Òàê êàê N > q1 > q2 > ... ≥ 0 ñòðîãî óáûâàþùàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,

ýòîò ïðîöåññ êîíå÷åí. Â èòîãå ìû ïîëó÷àåì

N = amb
m + am−1b

m−1 + ...+ a1b
1 + a0.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òîãî, äåëèòñÿ ëè öåëîå ÷èñëî íà 9 èëè 11, íå âûïîëíÿÿ ïðè

ýòîì äåëåíèÿ, ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü P (x) =
∑m

k=0 ckx
k � ìíîãî÷ëåí îò x ñ öåëûìè êîýôôèöèåí-

òàìè ck. Åñëè a ≡ b (mod n), òî P (a) ≡ P (b) (mod n).

Åñëè P (x) � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, òî a ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

ñðàâíåíèÿ P (x) ≡ 0 (mod n), åñëè P (a) ≡ 0 (mod n).

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè a ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì P (x) ≡ 0 (mod n) è a ≡ b (mod n),

òî b òîæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîãî ñðàâíåíèÿ.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü N = am10
m + am−110

m−1 + . . . + a110 + a0 � äåñÿòè÷íîå

ïðåäñòàâëåíèå íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N , 0 ≤ ak ≤ 10 è ïóñòü S = a0+a1+. . .+am.

Òîãäà 9 | N òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 9 | S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìî çíàòü.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü N = am10
m + am−110

m−1 + . . . + a110 + a0 � äåñÿòè÷íîå

ïðåäñòàâëåíèå íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N , 0 ≤ ak ≤ 10 è ïóñòü T = a0 − a1 + a2 −
. . .+ (−1)mam. Òîãäà 11 | N òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 11 | T .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìî çíàòü.
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