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Ëåêöèÿ �1

1. Òåîðèÿ äåëèìîñòè.

1.1. Àëãîðèòì äåëåíèÿ.

Òåîðåìà 1 (Àëãîðèòì Äåëåíèÿ). Äëÿ ëþáûõ öåëûõ a è b, ïðè b > 0, ñóùåñòâó-

þò è îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî öåëûå q è r, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

a = qb+ r, 0 ≤ r < b.

Öåëûå ÷èñëà q è r íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñâåííî, ÷àñòíûì è îñòàòêîì ïðè

äåëåíèè a íà b.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè a è b � öåëûå è b 6= 0, òîãäà ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå

öåëûå q è r, òàêèå, ÷òî

a = qb+ r, 0 ≤ r < |b|.

1.2. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü.

Îïðåäåëåíèå 1. Ãîâîðÿò, ÷òî öåëîå b äåëèòñÿ íà öåëîå ÷èñëî a 6= 0 è îáî-

çíà÷àåòñÿ a | b, åñëè ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî c, òàêîå, ÷òî b = ac.

Â ñëó÷àå, åñëè b íå äåëèòñÿ íà a, òî ïèøóò a - b.

Òåîðåìà 2. Äëÿ öåëûõ a, b, c è d âûïîëíÿåòñÿ:

1. a|0, 1|a, a|a.

2. a|1⇔ a = ±1.

3. Åñëè a|b è c|d, òî ac|bd.

4. Åñëè a|b è b|c, òî a|c.

5. a|b è b|a⇔ a = ±b.

6. Åñëè a|b è b 6= 0, òî |a| ≤ |b|.
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7. Åñëè a|b è a|c, òî a|(bx+ cy) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ öåëûõ x è y.

Îïðåäåëåíèå 2. Åñëè a è b � ïðîèçâîëüíûå öåëûå, òî áóäåì íàçûâàòü öåëîå

d îáùèì äåëèòåëåì ÷èñåë a è b, åñëè d|a è d|b.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü a è b � öåëûå ÷èñëà, è, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî èç íèõ

îòëè÷íî îò íóëÿ. Íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì ÷èñåë a è b íàçûâàåòñÿ ïî-

ëîæèòåëüíîå öåëîå d = ÍÎÄ(a, b), òàêîå, ÷òî

� d|a è d|b;

� åñëè c|a è c|b, òî c ≤ d.

Òåîðåìà 3. Äëÿ öåëûõ a è b, îòëè÷íûõ îò íóëÿ, ñóùåñòâóþò öåëûå x è y,

òàêèå, ÷òî

ÍÎÄ(a, b) = ax+ by.

Îïðåäåëåíèå 4. Öåëûå a è b, îòëè÷íûå îò íóëÿ, íàçûâàþòñÿ âçàèìíî ïðî-

ñòûìè, åñëè ÍÎÄ(a, b) = 1.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü a è b � öåëûå, îòëè÷íûå îò íóëÿ. Òîãäà a è b � âçàèìíî

ïðîñòû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò öåëûå x è y, òàêèå, ÷òî

1 = ax+ by.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè ÍÎÄ(a, b) = d, òî ÍÎÄ
(
a
d
, b
d

)
= 1.

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè a|c, b|c è ÍÎÄ(a, b) = 1, òî ab|c.

Òåîðåìà 5 (Ëåììà Åâêëèäà). Åñëè a|bc è ÍÎÄ(a, b) = 1, òî a|c.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü a,b � öåëûå ÷èñëà, îòëè÷íûå îò íóëÿ. Äëÿ ïîëîæèòåëü-

íîãî öåëîãî d : d = ÍÎÄ(a, b) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

1. d|a è d|b

2. åñëè c|a è c|b, òî c|d.
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