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Ëåêöèÿ �2

1. Òåîðèÿ äåëèìîñòè.

1.3. Àëãîðèòì Åâêëèäà.

Ïóñòü a è b � äâà öåëûõ ÷èñëà, íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü êîòîðûõ íóæíî

íàéòè. Ïîñêîëüêó ÍÎÄ(|a|, |b|) = ÍÎÄ(a, b), òî ïðåäïîëîæèì, ÷òî a ≥ b > 0.

1. Ïðèìåíèì àëãîðèòì äåëåíèÿ ê a è b, ÷òîáû ïîëó÷èòü

a = q1b+ r1, 0 ≤ r1 < b.

Åñëè r1 = 0, çíà÷èò b|a è ÍÎÄ(a, b) = b. Åñëè r1 6= 0, òî äåëèì b íà r1 äëÿ

ïîëó÷åíèÿ öåëûõ ÷èñåë q2 è r2, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

b = q2r1 + r2, 0 ≤ r2 < r1.

Åñëè r2 = 0, òî àëãîðèòì çàâåðåøåí; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, äåéñòâóåì òàê æå,

êàê è ðàíüøå, ÷òîáû ïîëó÷èòü

r1 = q3r2 + r3, 0 ≤ r3 < r2.

2. Ïðîöåññ äåëåíèÿ ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïîÿâèòñÿ íåêîòîðûé

íóëåâîé îñòàòîê, íàïðèìåð, íà (n + 1)-øàãå,ãäå (rn − 1)|rn (íóëåâîé îñòàòîê

âîçíèêàåò d â ëþáîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b >

r1 > r2 > ... ≥ 0 íå ìîæåò ñîäåðæàòü áîëåå b öåëûõ ÷èñåë).

3. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé:

a = q1b+ r1, 0 ≤ r1 < b,

b = q2r1 + r2, 0 ≤ r2 < r1,

r1 = q3r2 + r3, 0 ≤ r3<r2,
...

rn − 2 = qnrn + rn, 0 ≤ rn < rn − 1,

rn − 1 = qn + 1rn + 0.

Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî rn � ïîñëåäíèé íåíóëåâîé îñòàòîê, ðàâíûé ÍÎÄ(a, b).
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Ëåììà 1. Åñëè a = qb+ r,çíà÷èò ÍÎÄ(a, b) = ÍÎÄ(b, r).

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ýòîé ëåììû, ðàáîòó àëãîðèòìà ìîæíî óïðîñòèòü:

ÍÎÄ(a, b) = ÍÎÄ(b, r1) = ... = ÍÎÄ(rn−1, rn) = ÍÎÄ(rn, 0) = rn.

Âàæíûì ñëåäñòâèåì àëãîðèòìà Åâêëèäà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Åñëè k > 0, òî ÍÎÄ(ka, kb) = kÍÎÄ(a, b).

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ëþáûõ öåëûõ k 6= 0,ÍÎÄ(ka, kb) = |k|ÍÎÄ(a, b).

Îïðåäåëåíèå 1. Íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå äâóõ íåíóëåâûõ öåëûõ ÷èñåë a è

b, îáîçíà÷àåìîå lcm(a, b), ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì öåëûì ÷èñëîì m, óäîâëå-

òâîðÿþùèì

1. a|m è b|m,

2. åñëè a|c è b|c, ïðè c > 0, òî m ≤ c.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ïîëîæèòåëüíûú öåëûõ a è b,

ÍÎÄ(a, b)ÍÎÊ(a, b) = ab.

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ öåëûõ a è b: ÍÎÊ(a, b) = ab òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ÍÎÄ(a, b) = 1.

1.4. Ïðîñòåéøèå äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ ax+ by = c.

Òåîðåìà 3. Ëèíåéíîå äèîôàíòîâî óðàâíåíèå ax+ by = c èìååò ðåøåíèå òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà d|c, ãäå d = ÍÎÄ(a, b). Åñëè x0, y0 � ÷àñòíîå ðåøåíèå

èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, òî îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä:

x = x0 +
b

d
t, y = y0 −

a

d
t

äëÿ t ∈ Z.
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