
ÁÔÓ èì. È. Êàíòà � Òåîðèÿ ÷èñåë. Å.Ìàëûãèíà (2021)

Ëåêöèÿ �7

4. Òåîðåòèêî-÷èñëîâûå ôóíêöèè.

4.4. ϕ-ôóíêöèÿ Ýéëåðà.

Îïðåäåëåíèå 1. Äëÿ n ≥ 1 îáîçíà÷èì çà ϕ(n) ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ,

íå ïðåâûøàþùèõ n è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n. Ôóíêöèÿ ϕ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé

Ýéëåðà.

Òåîðåìà 1. Åñëè p � ïðîñòîå è k > 0, òî

ϕ(pk) = pk − pk−1.

Ëåììà 1. Ïóñòü a, b, c � öåëûå. ÍÎÄ(a, bc) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ÍÎÄ(a, b) = 1 è ÍÎÄ(a, c) = 1.

Òåîðåìà 2. Ôóíêöèÿ Ýéëåðà ϕ ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé.

Òåîðåìà 3. Åñëè n > 1 èìååò ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè n =

pk11 p
k2
2 . . . pkrr , òîãäà

ϕ(n) = (pk11 −pk1−11 )(pk22 −pk2−12 ) . . . (pkrr −pkr−1r ) = n(1−1/p1)(1−1/p2) . . . (1−1/pr).

Òåîðåìà 4. Äëÿ n > 2 çíà÷åíèå ϕ(n) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì.

4.5. Òåîðåìà Ýéëåðà.

Ëåììà 2. Ïóñòü n > 1 è ÍÎÄ(a, n) = 1. Åñëè a1, a2, . . . aϕ(n) � ïîëîæèòåëüíûå

öåëûå, ìåíüøèå n è âçàèìíî ïðîñòûå ñ n, òî

aa1, aa2, . . . , aaϕ(n)

ÿâëÿþòñÿ ñðàâíèìûìè ïî ìîäóëþ n ñ a1, a2, . . . aϕ(n) â íåêîòîðîì ïîðÿäêå.
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Òåîðåìà 5 (Ýéëåðà). Åñëè n � ïîëîæèòåëüíîå öåëîå è ÍÎÄ(a, n) = 1, òî

aϕ(n) ≡ 1 (mod n).

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè p � ïðîñòîå è p 6 |a, òî ap−1 ≡ 1 (mod p).

4.6. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ôóíêöèè Ýéëåðà.

Òåîðåìà 6 (Ãàóññà). Äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî öåëîâîãî ÷èñëà n ≥ 1,

n =
∑
d|n

φ(d).

Òåîðåìà 7. Äëÿ n > 1 ñóììà ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ n è

âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n, ðàâíà 1
2
nφ(n) èëè

1

2
nφ(n) =

∑
gcd(k,n) = 1

1 ≤ k < n

k.

Òåîðåìà 8. Äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà n èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

φ(n) = n
∑
d|n

µ(d)/d.
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