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Ëåêöèÿ �9

6. Ïðèìèòèâíûå êîðíè è èíäåêñû.

6.3. Ïðèìèòèâíûå êîðíè ïî ñîñòàâíîìó ìîäóëþ.

Ñëåäóþùèì øàãîì ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå âñåõ ñîñòàâíûõ ÷èñåë, ïî ìîäóëþ

êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ïðèìèòèâíûå êîðíè. Íåêîòîðàÿ èíôîðìàöèÿ ñîäåðæèòñÿ

â ñëåäóþùèõ äâóõ îòðèöàòåëüíûõ ðåçóëüòàòàõ.

Òåîðåìà 1. Äëÿ k ≥ 3 íå ñóùåñòâóåò ïðèìèòâíûõ êîðíåé ïî ìîäóëþ 2k.

Òåîðåìà 2. Åñëè ÍÎÄ(m,n) = 1, ãäå m > 2 è n > 2, òî íå ñóùåñòâóåò

ïðèìèòèâíûõ êîðíåé ïî ìîäóëþ mn.

Íèæå ïðåäñòàâèì íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè:

Ñëåäñòâèå 1. Ïî ìîäóëþ n íå ñóùåñòâóåò ïðèìèòèâíîãî êîðíÿ, åñëè

1. ëèáî n äåëèòñÿ íà äâà íå÷åòíûõ ïðîñòûõ ÷èñëà,

2. ëèáî n = 2mpk, ãäå p � íå÷åòíîå ïðîñòîå è m ≥ 2.

Ñóùåñòâåííîé îñîáåííîñòüþ ïîñëåäíèõ ðåçóëüòàòîâ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíè

îãðàíè÷èâàþò íàø ïîèñê ïðèìèòèâíûõ êîðíåé ïî ìîäóëÿì 2, 4, pk è 2pk, ãäå p

� íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî.

Ëåììà 1. Åñëè p � íå÷åòíîå ïðîñòîå, òî ñóùåñòâóåò ïðèìèòèâíûé êîðåíü

r ïî ìîäóëþ p, òàêîé, ÷òî rp−1 6≡ 1 (mod p2).

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè p � ïðîñòîå, òî ñóùåñòâóåò ïðèìèòèâíûé êîðåíü ïî ìî-

äóëþ p2. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, äëÿ ïðèìèòèâíîãî êîðíÿ r ïî ìîäóëþ p, ëèáî

r, ëèáî r + p áóäåò ïðèìèòèâíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ p2.

Ëåììà 2. Ïóñòü p � ïðîñòîå, r � ïðèìèòèâíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p, òàêîé,

÷òî rp−1 6≡ 1 (mod p2). Òîãäà äëÿ âñÿêîãî k > 2 èìååò ìåñòî

rp
k−2(p−1) 6≡ 1 (mod pk).
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Òåîðåìà 3. Åñëè p � ïðîñòîå è k > 1, òîãäà ñóùåñòâóåò ïðèìèòèâíûé êîðåíü

ïî ìîäóëþ pk.

Ñëåäñòâèå 3. Ñóùåñòâóþò ïðèìèòèâíûå êîðíè ïî ìîäóëþ 2pk, ãäå p � ïðî-

ñòîå ÷èñëî è k > 1.

Ïîäûòîæèâàÿ âñå âûøå ñêàçàííîå â ñëåäóþùåé òåîðåìå:

Òåîðåìà 4. Ïðèìèòèâíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ n > 1 ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà

n = 2, 4, pk èëè 2pk,

ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî.

6.4. Òåîðèÿ èíäåêñîâ.

Îñíàâíàÿ ÷àñòü ýòîãî ïàðàãðàôà ïîñâÿùåíà ïîíÿòèþ èíäåêñà. Ïóñòü n �

ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî, ïî ìîäóëþ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò ïðèìèòèâíûé êîðåíü

r. Êàê ìû çíàåì, ïåðâûå φ(n) ñòåïåíè ÷èñëà r:

r, r2, ..., rφ(n)

ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ n â íåêîòîðîì ïîðÿäêå ñ òåìè öåëûìè ÷èñëàìè, êîòîðûå

ìåíüøå n è âçàèìíî ïðîñòû ñ n. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè a ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì

öåëûì, âçàèìíî ïðîñòûì ñ n, òî a ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

a ≡ rk (mod n)

äëÿ ïîäõîäÿùåãî k, ãäå 1 ≤ k ≤ ϕ(n).

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü r � ïðèìèòèâíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ n. Åñëè ÍÎÄ(a, n) =

1, òî íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå öåëîå k, òàêîå, ÷òî a ≡ rk (mod n) íàçû-

âàåòñÿ èíäåêñîì a îòíîñèòåëüíî r.

Áóäåì îáîçíà÷àòü èíäåêñ ÷èñëà a îòíîñèòåëüíî r êàê indra èëè ïðîñòî inda.

Î÷åâèäíî, ÷òî 1 ≤ indra ≤ ϕ(n) è

rindra ≡ a (mod n).

Òåîðåìà 5. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðèìèòèâíûé êîðåíü r ïî ìîäóëþ n, òî

1. ind(ab) = inda+ indb (mod ϕ(n)).
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2. indak ≡ kinda (mod ϕ(n)) äëÿ k > 0.

3. ind1 ≡ 0 (mod ϕ(n)), indr ≡ 1 (mod ϕ(n)).

Äàëåå ïðåäñòàâèì êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè:

Òåîðåìà 6. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïðèìèòèâíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ n è ÍÎÄ(a, n) =

1. Òîãäà ñðàâíåíèå xk ≡ a (mod n) èìååò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

aϕ(n)/d ≡ 1 (mod n),

ãäå d = ÍÎÄ(k, ϕ(n)). Åñëè ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, òî ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè

d ðåøåíèé ïî ìîäóëþ n.
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