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Аннотация

В нашей статье мы представляем алгоритм вычисления идеала
Штикельбергера для мультиквадратичного поляK = Q(

√
d1,
√
d2, . . . ,

√
dn),

где d1 ≡ d2 ≡ . . . ≡ dn ≡ 1 (mod 4) и di попарно взаимно просты. В
основу работы положена статья Кучеры [Journal of number theory
56, 1996]. Мы алгоритмизируем идеи, описанные в этой статье, до-
казываем корректность полученных алгоритмов и анализируем их
сложность. Интересно, что для 2n = [K : Q], наш алгоритм работа-
ет за время Õ(2n). Мы полагаем, что полученный результат будет
полезен для решения криптоаналитических задач поиска коротко-
го вектора в идеалах мультиквадратичных полей.

In this paper we present an algorithm for computing the Stickelberger
ideal for multiquadratic fields K = Q(

√
d1,
√
d2, . . . ,

√
dn), where d1 ≡

d2 ≡ . . . ≡ dn ≡ 1 (mod 4) and di pair-wise co-prime. Our result is
based on the work of Kucera [Journal of number theory 56, 1996].
We systematize the ideas of this work, present them in the shape of
algorithms, prove correctness of the obtained algorithms and analyze
their complexity. Interestingly, for 2n = [K : Q] our algorithm works
in time Õ(2n). We hope that the obtained results will serve are the
first step towards solving the shortest vector problem for ideals of
multiquadratic fields, which is the core problem in lattice-based cryptography.
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1 Введение
Получение идеала Штикельбергера в явном виде является важной алго-
ритмической задачей в вычислительной теории чисел, в теории групп
классов и, с недавних пор, в криптоанализе. Для числового поля K
идеал Штикельбергера I – идеал групповой алгебры Z[GK ], где GK =
Gal(K/Q) – группа Галуа поля K. Полезное свойство I заключается в
том, что под действием элементов I на ClK – группу классов идеалов
K – любой класс становится тривиальным классом (иначе говоря, Jσ –
главный идеал для любого σ ∈ I и любого идеала J кольца целых OK
числового поля K).

Для кругового поля K = Q(ζn) идеал Штикельберегра, рассматрива-
емый как решётка в Zn с помощью вложения Z[GK ] ↪→ Zn , обладает “хо-
рошим” базисом. Явный вид этого базиса описан, например, в [CDW17].
Это свойство идеала Штикельбергера в сочетании с 1) “обнуляющим”
действием элементов идеала на целые идеалы Z[ζn], 2) существовани-
ем (относительно) быстрого алгоритма нахождения короткого вектора в
главных идеалах Z[ζn], позволило Кармеру-Люка-Весоловски в [CDW17]
получить алгоритм нахождения короткого вектора в идеалах кольца це-
лых круговых полей. А в современном криптоанализе нахождение ко-
роткого вектора в решетках является основополагающей задачей.

Именно приложение идеала Штикельбергера в криптоанализе явля-
ется нашей главной мотивацией для его изучения. Ввиду большой груп-
пы Галуа интересными полями являются мультиквадратичные. Недав-
ние работы по эффективному вычислению короткого вектора в мульти-
квадраичных полях [BBdV+17] и по вычислению группы классов [BV19]
подводят к вопросу нахождения коротких векторов в произвольных иде-
алах. Следуя примеру круговых полей, для получения результатов в
произвольных идеалах необходимо рассмотреть структуру идеала Шти-
кельбергера для мультиквадратичных расширений.

В нашей статье мы предлагаем алгоритм вычисления идеала Шти-
кельбергера для мультиквадратичного поля K = Q(

√
d1,
√
d2, . . . ,

√
dn),

где d1 ≡ d2 ≡ . . . ≡ dn ≡ 1 (mod 4) и di попарно взаимно просты. Наш
алгоритм имеет сложность Õ(2n), а так как [K : Q] = 2n, то даже для
криптографически значимых степеней, наш алгоритм будет эффектив-
ным. В основе алгоритма лежит работа Кучеры [R.96].
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2 Предварительные сведения
Обозначим за K = Q(

√
d1,
√
d2, . . . ,

√
dn) – мультиквадратичное поле, где

d1 ≡ d2 ≡ . . . ≡ dn ≡ 1(mod 4) и все di – попарно взаимно просты для
i = 1, . . . , n. Исходя из условий, наложенных на di, произвдение прими-
тивных элементов поля K, а именно,

√
d1 ·
√
d2 · . . . ·

√
dn, очевидно, лежит

в круговом поле Q(ζd1·...·dn), где ζd1·...·dn – примитивный корень степени
d1·. . .·dn из единицы. Тем самым, справедливо вложениеK ↪→ Q(ζd1·...·dn).
Следует отметить, что указанный выбор примитивных элементов поля
K обеспечивает условие K∩Q(ζd1·...·d`) = Q(

√
d1,
√
d2, . . . ,

√
d`), где ` ≤ n.

Это равенство будет доказано позже в лемме 1.
Рассмотрим башню числовых полей Q ⊆ K ⊆ L и обозначим их

соответствующие группы Галуа за GL = Gal(L/Q) и GK = Gal(K/Q).
Обозначим за Q[GL] = {

∑
ai · σi|ai ∈ Q, σi ∈ GL} (Q[GK ] = {

∑
ai · σi|ai ∈

Q, σi ∈ GK}) группу, конечно порожденную элементами GL над Q (соот-
ветственно, группу, конечно порожденную элементами GK над Q). Важ-
ными понятиями при вычислении элементов Штикельбергера являются,
так называемые, отображения res и cor. Определим эти отображения со-
гласно [R.96] для расширения числовых полей L/K:

resL/K : Q[GL]→ Q[GK ], resL/K(
∑
σ∈GL

aσσ) =
∑
σ∈GL

aσ(σ|K),

corL/K : Q[GK ]→ Q[GL] corL/K(
∑
σ∈GK

aσσ) =
∑
σ∈GK

aσ|Kσ,

где σ|K означает сужение автоморфизма σ ∈ GL на поле K, а aσ, aσ|K –
коэффициенты, соответствующие автоморфизмам σ, σ|K .

Также введем ряд следующих обозначений. Дробную часть числа обо-
значим как 〈·〉, т.е. 0 < 〈·〉 < 1. Наибольший общий делитель двух элемен-
тов a, b ∈ Z обозначим через (a, b). Символ Лежандра этих же элементов
– через

(
a
b

)
. Для произвольного множества A его мощность будем обо-

значать как #A.
Дадим классические определения элементу и идеалуШтикельбергера

согласно [Sin81, c.189]:

Определение 2.1. Для любых положительного целого n и α ∈ Z и
кругового поля Q(ζn) определим

θn(α) =
∑

(a,n)=1

〈
−αa
n

〉
σ−1a ,

где 0 < a ≤ n и σa ∈ GQ(ζn) = Gal(Q(ζn)/Q).
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Определение 2.2. Для любого положительного целого n и произволь-
ного α ∈ Z элементом Штикельбергера θ′n(α) называется элемент вида

θ
′

n(α) =
(
corK/K∩Q(ζn) ◦ resQ(ζn)/K∩Q(ζn)

)
(θn(α)) ,

где K и Q(ζn) соответственно числовое и круговое поля.

Определение 2.3. Идеалом Штикельбергера поля K называется идеал
вида I = I ′ ∩ Z[GK ], где

I ′ = {θ′n(α)|α, n ∈ Z, n ≥ 1}.

Теперь дадим определение квадратичным гауссовым суммам, а также
покажем как они взаимосвязаны с автоморфизмами круговых полей, по-
скольку эта взаимосвязь поможет вычислить действие отображения res,
и как следствие, элемент Штикельбергера соответствующего числового
поля.

Определение 2.4. Пусть m, k ∈ Z, k > 0. Квадратичная гауссова сумма

определяется как g(m, k) =
k−1∑
b=0

e
2πimb2

k .

Следующая теорема позволяет нам выражать квадратные корни, ко-
торые можно рассматривать, как элементы мультиквадратичного поля,
через квадратичные гауссовы суммы.

Теорема 1. [BEW98, 1.5.2, с. 26]. Пусть (m, k) = 1, k > 0 и k – нечёт-
ное. Тогда

g(m, k) =
(m
k

)
g(1, k) =

{(
m
k

)√
k, k = 1 mod 4,(

m
k

)
i
√
k, k = 3 mod 4.

Заметим, если −k ≡ 1 (mod 4), то k ≡ 3 (mod 4). Из чего следует,
что в этом случае

√
−k = g(1, k) по предыдущей теореме.

Рассмотрим теперь действие автоморфизмов кругового поля Q(ζk)

на корни
√
k. Всякий такой автоморфизм имеет вид: σa(e

2πi
k ) = e

2πia
k . В

случае, когда k = p – нечетное простое, согласно [BEW98, (1.5.3), c. 26]
имеем:

σa(ζp) = σa(
√
p) = σa(g(1, p)) =

(
a

p

)
g(1, p) =

(
a

p

)
√
p, p ≡ 1 (mod 4)

и
σa(ζp) = σa(

√
−p) =

(
a

p

)√
−p, −p ≡ 1 (mod 4).
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В случае, если k – не простое, для нахождения действия автомор-
физма σa мы можем применить китайскую теорему об остатках [BEW98,
с. 43]. Пусть k = k1 · ... · kn, где ki – простые числа, (ki, kj) = 1, Mi =

k
ki
.

Тогда
g(a, k) = g(aM1, k1) · ... · g(aMn, kn).

По теореме 1 имеем

g(a, k) =

(
aM1

k1

)
· ... ·

(
aMn

kn

)
g(1, k1) · ... · g(1, kn).

Таким образом, нахождение действия автоморфизма σa на g(a, k) в слу-
чае, когда k – не простое, сводится к определению его действия на все
g(1, k1), ..., g(1, kn).

Рассмотрим отображение resQ(ζn)/K∩Q(ζn). Возникают два очевидных
вопроса: каким образом происходит сужение автоморфизмов кругового
поля Q(ζn) на поле K ∩Q(ζn) и что есть пересечение K ∩Q(ζn)?

Ответим на первый вопрос, определив сужение кругового поля Q(ζn)
на некоторое числовое поле. Рассмотрим общий случай, когда n = p · q,
где p, q > 0 – взаимно простые. Случай, когда n – простое, – очевиден,
поскольку сопоставление θn корню

√
n описано явно выше. Произволь-

ным образом выберем a, взаимно простое с p и q. Тогда автоморфизм
σa поля Q(ζpq) можно связать с действием автоморфизмов полей Q(ζp) и
Q(ζq) на элементы

√
−p и

√
−q следующим образом:

σa(ζpq) = g(a, pq) =

(
aq

p

)
g(1, p)

(
ap

q

)
g(1, q) = σaq(

√
−p) · σap(

√
−q).

Здесь индекс aq в случае σaq(
√
−p) рассматривается по модулю p, индекс

ap в случае σap(
√
−q) рассматривается по модулю q. Более детально все

вычисления будут представлены в Разделе 3.
Ответ на второй вопрос даст следующая лемма:

Лемма 1. Пусть K = Q(
√
d1,
√
d2, . . . ,

√
dn) – мультиквадратичное по-

ле, где d1 ≡ d2 ≡ . . . ≡ dn ≡ 1 (mod 4) и все di – попарно взаимно просты
для i = 1 . . . n; Q(ζd1·...·d`) – круговое поле, где ζd1·...·d` – корень степени
d1·. . .·d` из единицы и ` ≤ n. Тогда K∩Q(ζd1·...·d`) = Q(

√
d1,
√
d2, . . . ,

√
d`).

Доказательство. Докажем сначала включение Q(
√
d1,
√
d2, . . . ,

√
d`) ⊂

K ∩ Q(ζd1·...·d`). Очевидно, что Q(
√
d1,
√
d2, . . . ,

√
d`) – подполе поля K.

Учитывая [S09, 4.5.5, с.112], условия d1 ≡ d2 ≡ . . . ≡ d` ≡ 1 (mod 4) и тот
факт, что di|d1 · . . . · d` для i = 1, . . . , ` , получаем Q(

√
d1) ⊂ Q(ζd1·...·d`),

. . ., Q(
√
d`) ⊂ Q(ζd1·...·d`). Очевидно, что произведение любой комбинации

5



di также будет сравнимо с единицей по модулю 4. Поэтому применяя
вышесказанное на различные комбинации произведений, получим, что и
Q(
√
d1,
√
d2, . . . ,

√
d`) ⊂ Q(ζd1·...·d`).

Теперь докажем обратное, что K∩Q(ζd1·...·dn) ⊂ Q(
√
d1,
√
d2, . . . ,

√
d`).

Для этого воспользуемся гауссовыми суммами, которые были описаны
ранее, а именно, следующим равенством

g(1, d1 · . . . · d`) = g(1, d1) · . . . · g(1, d`) =
√
d1 · . . . ·

√
d`.

Это означает, что сужение кругового поля Q(ζd1·...·d`) на некоторое чис-
ловое поле, в нашем случае это K ∩ Q(ζd1·...·d`), осуществляется путем
выражения элемента ζd1·...·d` через элемент

√
d1 · . . . ·

√
d`, который будет

лежать в числовом поле, на которое мы сужаем круговое поле. Учи-
тывая, что

√
d1 · . . . ·

√
d` ∈ Q(

√
d1 · . . . · d`) ⊂ Q(

√
d1,
√
d2, . . . ,

√
d`) ⊂

Q(
√
d1,
√
d2, . . . ,

√
dn) = K, получаем, что наибольшим полем, через эле-

менты которого выражается ζd1·...·d` при соответствующем сужении, явля-
ется Q(

√
d1,
√
d2, . . . ,

√
d`). Таким образом, выполняется обратное вклю-

чение K ∩Q(ζd1·...·dn) ⊂ Q(
√
d1,
√
d2, . . . ,

√
d`).

Прежде, чем приступить к детальному описанию вычисления эле-
ментов Штикельбергера, дадим альтернативные опредления элементу и
идеалу Штикельбергера, которые, во-первых, упростят вычисления, а
во-вторых, повзолят доказать корректность этих вычислений.

Обозначим за f – кондуктор поля K, тогда очевидно, что K∩Q(ζn) =
K ∩Q(ζf )∩Q(ζn) = K ∩Q(ζ(f,n)) для положительного целого n. Опреде-
ление кондуктора числового поля можно посмотреть в [HP08]

Ранее, когда мы рассматривали квадратичные гауссовы суммы и со-
поставляли их с действием афтоморфизма σa кругового поля Q(ζp), в
качестве p мы выбирали нечетное простое p. Напомним, что непростой
случай всегда можно свести к простому за счет мультипликативности.
Рассмотрим отдельно случай p = 2 и вычислим для него элемент Шти-
кельбергера

θ
′

2(α) =
(
corK/K∩Q(ζ2) ◦ resQ(ζ2)/K∩Q(ζ2)

)
(θ2(α)) .

Отметим, что в данном случае Q(ζ2) = Q и, соответственно, K ∩Q(ζ2) =
Q. Кроме того, согласно определению θn(α), получаем θ2(1) = 1

2
σ−11 .

Здесь, очевидно, σ1 – единственный автоморфизм поля Q(ζ2), а потому
рассматриваем его как тождественный автоморфизм id поля Q. Тогда
элемент Штикельбергера примет вид

θ
′

2(1) =
(
corK/Q ◦ resQ/Q

)
(θ2(1)) = corK/Q

(
1

2
id

)
.
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Применяя отображение cor к id, мы получим
∑

σ∈GK
σ, обозначим эту сумму

за NK . Тогда окончательно получаем

θ
′

2(1) =
1

2

∑
σ∈GK

σ =
1

2
NK .

Кроме того, следует отметить, что в случае действительного поля K со-
гласно [Was82, с.94] σa = id, где σa ∈ GQ(ζn). Тогда элемент Штикельбер-
гера θ′n(α) =

1
2

∑
σ∈GK

σ = 1
2
NK не зависит от α. Для действительных полей

принято рассматривать α > 0, а поскольку, зависимость при вычислении
элемента Штикельбергера от α отсутствует, то полагают α = 1.

Исходя из вышесказанного, мы можем переписать определение идеа-
ла Штикельбергера следующим образом:

Определение 2.5. Идеалом Штикельбергера поля K с кондуктором f
называется идеал вида I = I ′ ∩ Z[GK ], где

I ′ = {θ′n(α)|n|f, α ∈ Z, α < 0} ∪
{
1

2
NK

}
.

Положим a ≥ 1 – целое и (a, fn) = 1, где f – кондуктор поля K,
и, как и прежде, обозначим за σa ∈ GQ(ζfn) – автоморфизм, ставящий в
соответствие корню из единицы его a-ю степень. Тогда по определению

θ
′

n(aα) =
(
corK/K∩Q(ζn) ◦ resQ(ζn)/K∩Q(ζn)

)
(θn(aα)) .

С другой стороны, исходя из опредлений отображений res и σa, мы можем
записать θn(aα) следующим образом:

θn(aα) = resQ(ζnf )/Q(ζn)σa(θn(α)).

Окончательно имеем

θ
′

n(aα) =
(
corK/K∩Q(ζn) ◦ resQ(ζn)/K∩Q(ζn) ◦ resQ(ζnf )/Q(ζn)σa

)
(θn(α))

=
(
corK/K∩Q(ζn) ◦ resQ(ζnf )/K∩Q(ζn)σa

)
(θn(α))

=
(
corK/K∩Q(ζn) ◦ resQ(ζnf )/K∩Q(ζn)

)
(σa) ·

(
corK/K∩Q(ζn) ◦ resQ(ζnf )/K∩Q(ζn)

)
(θn(α))

= σθ
′

n(α),

где σ – автоморфизм поля K согласно опредлениям res и cor. Полагая
α = −1, получаем, что элемент Штикельбергера для мнимых числовых
полей имеет вид θ

′
n(−a) = σθ

′
n(−1), где σ ∈ GK . Соответственно, мы

можем переписать определение идеала Штикельбергера:
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Определение 2.6. Идеалом Штикельбергера поля K с кондуктором f
называется идеал вида I = I ′ ∩ Z[GK ], где

I ′ = {σ · θ′n(−1)|n|f, σ ∈ GK} ∪
{
1

2
NK

}
.

3 Алгоритм
В этой главе подробно рассмотрим алгоритм вычисления идеала Шти-
кельбергера для мнимых мультиквадратичных полей в соответствии с
описанной в предыдущей главе теорией.

Вычисление действия отображения res не тривиально в общем
случае, поэтому рассмотрим его более детально. Применим описанный
ранее метод с использованием квадратичных гауссовых сумм для вычис-
ления resQ(ζd1·...·dn )/K∩Q(ζd1·...·dn )

θd1·...·dn(−1). Отдельно распишем θd1·...·dn(−1):

θd1·...·dn(−1) =
∑

(a,d1·...·dn)=1

〈 a

d1 · . . . · dn

〉
σ−1a .

Здесь автоморфизмы σa – автоморфизмы поля Q(ζd1·...·dn) и действу-
ют лишь на элемент

√
d1 · . . . · dn. Применяя вышеописанную формулу,

каждый такой автоморфизм мы сведем к произведению автоморфизмов
полей Q(ζd1), . . . , Q(ζdn) соответственно. Рассмотрим каждое слагаемое,
а именно, 〈 a

d1·...·dn 〉σ
−1
a более детально. Введем обозначение: πi = a

∏
j 6=i dj,

тогда〈 a

d1 · . . . · dn

〉
σ−1a (ζd1·...·dn) = σa(

√
d1 · . . . · dn) =

σπ1 mod (d1)(
√
d1) · . . . · σπn mod (dn)(

√
dn) =〈 a

d1 · . . . · dn

〉
σ−1π1 mod (d1)

(ζ(d1)) · . . . · σ−1πn mod (dn)
(ζ(dn)) =〈 a

d1 · . . . · dn

〉
σ 1
π1 mod (d1)

mod (d1)
(ζ(d1)) · . . . · σ 1

πn mod (dn)
mod (dn)

(ζ(dn))

Далее рассуждаем следующим образом. Если 1
π1 mod (d1)

mod (d1) – квад-
ратичный вычет по модулю d1, то заменяем σ 1

π1 mod (d1)
mod (d1)

(ζ(d1)) на

id1, где id1 :
√
d1 →

√
d1; в противном случае, заменяем на σ1, где

σ1 :
√
d1 → −

√
d1. Аналогичные рассуждения применяем для остальных

множителей.
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Полученные композиции автоморфизмов переобозначим следующим
образом:

id1 · id2 · . . . · idn = id :
√
d1 + . . .+

√
dn →

√
d1 +

√
d2 + . . .+

√
dn

id1 · id2 · . . . · σn = τ1 :
√
d1 + . . .+

√
dn →

√
d1 +

√
d2 + . . .−

√
dn

... (1)

σ1 · . . . · σn−1 · idn = τm−1 :
√
d1 + . . .+

√
dn−1 +

√
dn → −

√
d1 − . . .+

√
dn

σ1 · . . . · σn−1 · σn = τm :
√
d1 + . . .+

√
dn−1 +

√
dn → −

√
d1 − . . .−

√
dn

Очевидно, что общее количество получившихся композиций автомор-
физмов равно 2n. Таким образом, поскольку первый автоморфизм мы
обозначили за id, то m = 2n − 1. Псевдокод процедуры вычисления res
представлен в Алгоритме 3.1.

Алгоритм 3.1 Вычисление res(θn(−1))
Вход: K = Q(

√
d′1,
√
d′2, . . . ,

√
d′k)

Выход: res(θn(−1))

1: f ←
k∏
j=1

d′j . f–кондуктор K

2: for a ∈ Z∗f do
3: for j ← 1 to k do
4: t← a·d′1·...·d′k

d′j
mod d′j

5: index← 1
t
mod d′j

6: if legendre(index, d′j) = 1 then
7: σ−1a = σ−1a · idj . idj–тождественный в Q(

√
d′j)

8: else if legendre(index, d′j) = −1 then
9: σ−1a = σ−1a · σj . σj–сопряжение в Q(

√
d′j)

10: σ−1a = a
f
· σ−1a

11: θ ←
∑
a∈Z∗f

σ−1a

12: res← заменить получившиеся комбинации автоморфизмов в каждом
слагаемом θ на соответствующие τi в соответствии с формулами 1

13: return res

Вычисление cor Автоморфизмы, полученные после вычисления res,
являются автоморфизмами поляK∩Q(ζd1·...·dn). Вычисление же действия
отображения cor представляет собой переход от этих автоморфизмов к
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автоморфизмам поля K. Обозначим автоморфизмы поля K следующим
образом:

id :
√
d1 +

√
d2 + . . .+

√
dn →

√
d1 +

√
d2 + . . .+

√
dn

ρ1 :
√
d1 +

√
d2 + . . .+

√
dn →

√
d1 +

√
d2 + . . .−

√
dn

...

ρm−1 :
√
d1 + . . .+

√
dn−1 +

√
dn → −

√
d1 − . . .−

√
dn−1 +

√
dn

ρm :
√
d1 + . . .+

√
dn−1 +

√
dn → −

√
d1 − . . .−

√
dn−1 −

√
dn.

Очевидно, что если K∩Q(ζd1·...·dn) = K, то отображение cor будет дей-
ствовать тождественно (полученные ранее автоморфизмы τi совпадают
с ρi). Отметим, что такой случай возникает при вычислении элемента
Штикельбергера θ′d1·...·dn(−1). А как быть, если мы вычисляем, например,
элемент Штикельбергера вида θ′d1·...·d`(−1), где ` < n? Рассмотрим слу-
чай, когда K ∩Q(ζd1·...·dn) 6= K. Пусть K ∩Q(ζd1·...·d`) = Q(

√
d1, . . . ,

√
d`).

Результатом действия отображения res в этом случае будет

a1 · idl + a2 · τ1 + . . .+ a2l−1 · τ2l−2 + a2l · τ2l−1,

где idl, τi – это автоморфизмы поля Q(
√
d1, . . . ,

√
d`), i = 1, . . . , 2l − 1:

idl :
√
d1 + . . .+

√
dl →

√
d1 +

√
d2 + . . .+

√
dl

τ1 :
√
d1 + . . .+

√
dl →

√
d1 +

√
d2 + . . .−

√
dl
...

τ2l−2 :
√
d1 + . . .+

√
dl−1 +

√
dl → −

√
d1 − . . .+

√
dl

τ2l−1 :
√
d1 + . . .+

√
dl−1 +

√
dl → −

√
d1 − . . .−

√
dl

Далее переходим от перечисленных автоморфизмов поляQ(
√
d1, . . . ,

√
d`)

к автоморфизмам ρi поля K. Переход осуществляется следующим об-
разом: если ρi относительно элемента

√
d1 + . . . +

√
dl действует как

idl, то все такие автоморфизмы ρi будут участвовать в записи элемента
Штикельбергера с коэффициентом a1. Аналогично, если ρi относительно√
d1 + . . . +

√
dl действует как τ1, то все такие автоморфизмы ρi будут

участвовать в записи элемента Штикельбергера с коэффициентом a2.
Применяя аналогичный подход для всех остальных случаев, получаем

θ
′

d1·...·d`(−1) = a1 · id+ a1 · ρ1 + . . .+ a2l · ρm−1 + a2l · ρm.
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Таким образом, в общем случае элемент Штикельбергера примет следу-
ющий вид:

θ
′

n(−1) = c0 · id+ c1 · ρ1 + . . .+ cm−1 · ρm−1 + cm · ρm,

где ci ∈ Z для i = 0, . . . ,m и m = 2n − 1.
Очевидно, что общее количество элементов Штикельбергера в поле

K равно 2n − 1 (по количеству всех возможных подполей). Таким обра-
зом, нам необходимо умножить 2n автоморфизов на каждый из 2n − 1
элементов Штикельбергера.

Рассмотрим результат этого умножения подробнее. Пусть n = 2, т.е.
исходное поле является биквадратичным K = Q(

√
d1,
√
d2) и выпишем

все его подполя: Q(
√
d1), Q(

√
d2), Q(

√
d1,
√
d2). Элементы Штикельбер-

гера соответствующих подполей будут иметь вид:

θ
′

d1
(−1) = a1 · id+ a1 · ρ1 + b1 · ρ2 + b1 · ρ3,

θ
′

d1
(−1) = a2 · id+ b2 · ρ1 + a2 · ρ2 + b2 · ρ3,

θ
′

d1·d2(−1) = a3 · id+ b3 · ρ1 + c3 · ρ2 + d3 · ρ3.

После умножения первых двух элементов на автоморфизмы {id, ρ1, ρ2 ρ3}
мы получим только две различные комбинации, потому что автоморфиз-
мы будут переставлять два коэффициента a1, b1 и a2, b2 соответственно.
В свою очередь, последний элемент, имеющий 4 различных коэффици-
ента, даст 4 различные комбинации. Отсюда мы можем сделать вывод,
что количество различных комбинаций зависит от количества различ-
ных коэффициентов в элементе Штикельбергера. Будем записывать все
различные комбинации в множество I ′. Таким образом, общее количе-
ство различных элементов для мультиквадратичного поля будет равно
#I ′.

В результате, применяя вышеописанный метод для произвольного
числового поля, мы получим следующий результат:

I = s1 · θ1 + . . .+ s#I′ · θ#I′ =
#I′∑
i=1

si · θi, si ∈ Z.

3.1 Сложность Алгоритма 3.2

Лемма 2. Вычислительная сложность Алгоритма 3.2 равна

O(en·log(n) · 22n · n4 · log3(d) · log3(n)),
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Алгоритм 3.2 Идеал Штикельбергера
Вход: K = Q(

√
d1,
√
d2, . . . ,

√
dn)

Выход: I = I ′ ∩ Z[Gal(K/Q)]

1: A← массив, состоящий из всех подполей K
2: for i← 1 to 2n − 1 do
3: resi ← resQ(ζd′1·...·d

′
k
)/Q(
√
d′1,
√
d′2,...,
√
d′k)
θi (Алгоритм 3.1, Вход: A[i])

4: θ
′
i ← cor

K/Q(
√
d′1,
√
d′2,...,
√
d′k)

resi

5: I ′ ← {}
6: for i← 1 to 2n − 1 do
7: for j ← 1 to 2n do
8: t← ρj · θ

′
i

9: I ′ ← A ∪ t
10: I ←

#I′∏
i=1

si · I ′i
11: return I

где d = maxi di.

Доказательство. Поскольку Алгоритм 3.1 является частью Алгорит-
ма 3.2 рассмотрим сначала его вычислительную сложность. На вход Ал-
горитма 3.1 подается k–квадратичное поле Q(

√
d′1,
√
d′2, . . . ,

√
d′k) и на

Шаге 1 мы вычисляем произведение всех d′j, j ≤ k. Оценка этого про-
изведения совпадает с оценкой сложности праймориала, этот факт вы-
текает из оценки n-ого простого числа, которая в нашем случае равна
|di| ≈ k · log(k). Таким образом, мы получаем f =

∏
d′i = ek·log(k). Теперь

рассмотрим циклы, расположенные на Шагах 2 и 3. Первый цикл повто-
ряется φ(f) раз, это значит, что его оценка будет O(f) = O(ek·log(k)).
Второй же цикл повторяется k раз. Теперь рассмотрим тело второго
цикла. Вычисления на Шагах 4, 5, 6 и 8 представляют собой вычис-
ления по модулю d′j. В худшем случае, образующая будет наибольшей,
т.е. d = maxj d

′
j. Поэтому оценка каждого из шагов 4, 5, 6 и 8 пред-

ставляет собой O(log3(d)). В цикле мы выполняем либо Шаг 6, либо
Шаг 8, а Шаги 7 и 9 имеют сложность O(1). Таким образом, сложность
одной итерации внутреннего цикла равна O(log3(d)). Во внешнем цик-
ле у нас также производится вычисление Шага 10, чья сложность есть
O(log3(f)) = O(log3(ek·log(k))) = O(k3 · log3(k)). Сложность Шага 11 равна
O(1), а замена, осуществляющаяся на Шаге 11, имеет сложность O(2k),
поскольку мы имеем 2k автоморфизмов. Обобщая все вышесказанное,
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мы получаем, что общая сложность Алгоритма 3.1 есть

O(ek·log(k) · k4 · log3(d) · log3(k) + 2k).

Поскольку функция ek·log(k) возрастает быстрее, чем 2k, итоговая слож-
ность Алгоритма 3.1 имеет вид:

O(ek·log(k) · k4 · log3(d) · log3(k)).

Вернемся теперь к Алгоритму 3.2. Ему на вход мы подаемQ(
√
d1,
√
d2, . . . ,

√
dn).

Рассмотрим цикл на Шаге 2. Он повторяется 2n − 1 раз. На Шаге 3, в
теле этого цикла, мы вычисляем результат отображения res, а значит, ис-
пользуем Алгоритм 3.1. Поскольку на вход мы получили n–квадратичное
поле, и в худшем случае в этот цикл попадет именно оно, то сложность
Шага 3 примет вид: O(en·log(n) · n4 · log3(d) · log3(n)). На Шаге 4 мы осу-
ществляем переход к автоморфизмам поля K, чья сложность есть O(2n),
по количеству автоморфизмов. Таким образом, общая сложность этого
цикла равна O(en·log(n) · n4 · log3(d) · log3(n) · 22n). Циклы на Шагах 6 и
7 повторяются 2n − 1 и 2n раз соответственно, но осуществляемые в те-
ле внутреннего цикла операции имеют сложность O(1). Таким образом,
общая сложность этих циклов есть O(22n).

Теперь рассмотрим Шаг 10 и произведем оценку верхней границы
#I ′. Для этого рассмотрим несколько частных случаев. ПустьK = Q(

√
d1),

тогда количество различных элементов, которое может дать квадратич-
ное поле равно 2 (поскольку имеем два различных коэффициента в эле-
менте Штикельбергера, и после умножения на автоморфизмы они по-
меняются местами). В поле K = Q(

√
d1,
√
d2) мы получим 8 различных

элементов (по 2 – от квадратичных подполей и 4 – от биквадратичного,
т.к. в худшем случае у него может быть 4 различных коэффициента).
Рассуждая далее по аналогии, получим, что в триквадратичном поле -
26 различных элементов, в худшем случае, а в 4-квадратичном – 80, и
так далее. Таким образом, полученная последовательность будет иметь
длину 3n − 1. А значит, сложность Шага 10 есть O(3n).

Окончательно общая сложность Алгоритма 3.2 будет равна:

O(en·log(n) · n4 · log3(d) · log3(n) · 22n + 22n + 3n).

Упростив, получим:

O(en·log(n) · n4 · log3(d) · log3(n) · 22n)

13



3.2 Пример
Проиллюстрируем вычисление элемента и идеалаШтикельбергера в слу-
чае триквадратичного поля K = Q(

√
−19,

√
−31,

√
−43). Отметим, что

−19 ≡ −31 ≡ −43 ≡ 1 (mod4). Выпишем все подполя исходного поля K:

Q(
√
−19),Q(

√
−31),Q(

√
−43),

Q(
√
−19,

√
−31),Q(

√
−19,

√
−43),Q(

√
−31,

√
−43),

Q(
√
−19,

√
−31,

√
−43).

Вычислим действие отображения res, соответствующее каждому из
указанных подполей, а также элементу θdi(−1), где di – соответствующий
делитель кондуктора f = 25327 поля K согласно определению. Т.е. di ∈
{19, 31, 43, 589, 817, 1333, 25327}.

Рассмотрим Q(
√
−19). Нам необходимо вычислить

resQ(ζ19)/Q(
√
−19,

√
−31,

√
−43)∩Q(ζ19)

θ19(−1) = resQ(ζ19)/Q(
√
−19)θ19(−1).

Первоначально вычислим элемент θ19(−1):

θ19(−1) =
∑

(a,19)=1

〈 a
19
〉σ−1a = 4 · id1 + 5 · σ1,

где id1 :
√
−19→

√
−19, σ1 :

√
−19→ −

√
−19. Таким образом,

resQ(ζ19)/Q(
√
−19)θ19(−1) = 4 · id1 + 5 · σ1.

Аналогично, для других квадратичных подполей получаем:

resQ(ζ31)/Q(
√
−31)θ31(−1) = 6 · id2 + 9 · σ2,

resQ(ζ43)/Q(
√
−43)θ43(−1) = 10 · id3 + 11 · σ3,

где id2 :
√
−31 →

√
−31, σ2 :

√
−31 → −

√
−31, id3 :

√
−43 →

√
−43,

σ3 :
√
−43→ −

√
−43.

Рассмотрим теперь подполеQ(
√
−19,

√
−31). Вычислим действие отоб-

ражения res:

resQ(ζ589)/Q(
√
−19,

√
−31,

√
−43)∩Q(ζ589)

θ589(−1) = resQ(ζ589)/Q(
√
−19,

√
−31)θ589(−1) =

= resQ(ζ589)/Q(
√
−19,

√
−31)

∑
(a,589)=1

〈 a
589
〉σ−1a =

= resQ(ζ589)/Q(
√
−19,

√
−31)(68 · id1 · id2 + 68 · id1 · σ2 + 67 · σ1 · id2 + 67 · σ1 · σ2) =

= 68 · id+ 68 · τ1 + 67 · τ2 + 67 · τ3,
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где автоморфизмы τi – это автоморфизмы поля Q(
√
−19,

√
−31), а имен-

но,

id1 · id2 = id :
√
19 +

√
31→

√
19 +

√
31,

id1 · σ2 = τ1 :
√
19 +

√
31→

√
19−

√
31,

σ1 · id2 = τ2 :
√
19 +

√
31→ −

√
19 +

√
31,

σ1 · σ2 = τ3 :
√
19 +

√
31→ −

√
19−

√
31.

Аналогично, для других биквадратичных подполей получаем:

resQ(ζ817)/Q(
√
−19,

√
−43)θ817(−1) = 95 · id′ + 94 · τ ′1 + 95 · τ ′2 + 94 · τ ′3,

resQ(ζ1333)/Q(
√
−31,

√
−43)θ1333(−1) = 159 · id′′ + 159 · τ ′′1 + 156 · τ ′′2 + 156 · τ ′′3 .

Рассмотрим оставшееся подполеQ(
√
−19,

√
−31,

√
−43) и вычислим дей-

ствие отображения res:

resQ(ζ25327)/Q(
√
−19,

√
−31,

√
−43)∩Q(ζ25327)

θ25327(−1) = resQ(ζ25327)/Q(
√
−19,

√
−31,

√
−43)θ25327(−1) =

= resQ(ζ25327)/Q(
√
−19,

√
−31,

√
−43)

∑
(a,25327)=1

〈 a

25327
〉σ−1a =

resQ(ζ589)/Q(
√
−19,

√
−31,

√
−43)(1423·id1·id2·id3+1412·id1·id2·σ3+1412·id1·σ2·id3+1423·id1·σ2·σ3+

+ 1412 · σ1 · id2 · id3 + 1423 · σ1 · id2 · σ3 + 1423 · σ1 · σ2 · id3 + 1412 · σ1 · σ2 · σ3) =
1423 · id′′′+1412 ·τ ′′′1 +1412 ·τ ′′′2 +1423 ·τ ′′′3 +1412 ·τ ′′′4 +1423 ·τ ′′′5 +1423 ·τ ′′′6 +1412 ·τ ′′′7 ,

где автоморфизмы τ ′′′i – это автоморфизмы поля Q(
√
−19,

√
−31,

√
−43),

а именно,

id1 · id2 · id3 = id′′′ :
√
19 +

√
31 +

√
−43→

√
19 +

√
31 +

√
−43,

id1 · id2 · σ3 = τ ′′′1 :
√
19 +

√
31 +

√
−43→

√
19 +

√
31−

√
−43,

id1 · σ2 · id3 = τ ′′′2 :
√
19 +

√
31 +

√
−43→

√
19−

√
31 +

√
−43,

id1 · σ2 · σ3 = τ ′′′3 :
√
19 +

√
31 +

√
−43→

√
19−

√
31−

√
−43,

σ1 · id2 · id3 = τ ′′′4 :
√
19 +

√
31 +

√
−43→ −

√
19 +

√
31 +

√
−43,

σ1 · id2 · σ3 = τ ′′′5 :
√
19 +

√
31 +

√
−43→ −

√
19 +

√
31−

√
−43,

σ1 · σ2 · id3 = τ ′′′6 :
√
19 +

√
31 +

√
−43→ −

√
19−

√
31 +

√
−43,

σ1 · σ2 · σ3 = τ ′′′7 :
√
19 +

√
31 +

√
−43→ −

√
19−

√
31−

√
−43.

Теперь нам необходимо для всех получившихся res вычислить действие
отображения cor. Это значит, что мы осуществим переход к автоморфиз-
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мам поля K, а именно,

id :
√
19 +

√
31 +

√
−43→

√
19 +

√
31 +

√
−43,

ρ1 :
√
19 +

√
31 +

√
−43→

√
19 +

√
31−

√
−43,

ρ2 :
√
19 +

√
31 +

√
−43→

√
19−

√
31 +

√
−43,

ρ3 :
√
19 +

√
31 +

√
−43→

√
19−

√
31−

√
−43,

ρ4 :
√
19 +

√
31 +

√
−43→ −

√
19 +

√
31 +

√
−43,

ρ5 :
√
19 +

√
31 +

√
−43→ −

√
19 +

√
31−

√
−43,

ρ6 :
√
19 +

√
31 +

√
−43→ −

√
19−

√
31 +

√
−43,

ρ7 :
√
19 +

√
31 +

√
−43→ −

√
19−

√
31−

√
−43.

Рассмотрим resQ(ζ19)/Q(
√
−19)θ19(−1) = 4 · id1 + 5 · σ1. Мы знаем, что id1 :√

−19 →
√
−19, σ1 :

√
−19 → −

√
−19. Выбираем, какие автоморфизмы

поля K действуют на
√
−19 как id1. Таковыми будут являться id, ρ1,

ρ2, ρ3. Аналогично для σ1: ρ4, ρ5, ρ6, ρ7. Таким образом, для подполя
Q(
√
−19) мы получаем следующий элемент Штикельбергера:

θ′19(−1) = 4 · id+ 4 · ρ1 + 4 · ρ2 + 4 · ρ3 + 5 · ρ4 + 5 · ρ5 + 5 · ρ6 + 5 · ρ7.

Распространим аналогичные рассуждения на остальные подполя:

θ′31(−1) = 6 · id+ 6 · ρ1 + 9 · ρ2 + 9 · ρ3 + 6 · ρ4 + 6 · ρ5 + 9 · ρ6 + 9 · ρ7,
θ′43(−1) = 10 · id+ 11 · ρ1 + 10 · ρ2 + 11 · ρ3 + 10 · ρ4 + 11 · ρ5 + 10 · ρ6 + 11 · ρ7,
θ′589(−1) = 68 · id+ 68 · ρ1 + 68 · ρ2 + 68 · ρ3 + 67 · ρ4 + 67 · ρ5 + 67 · ρ6 + 67 · ρ7,
θ′817(−1) = 95 · id+ 94 · ρ1 + 95 · ρ2 + 94 · ρ3 + 95 · ρ4 + 94 · ρ5 + 95 · ρ6 + 94 · ρ7,

θ′1333(−1) = 159 · id+ 159 · ρ1 + 156 · ρ2 + 156 · ρ3 + 159 · ρ4 + 159 · ρ5 + 156 · ρ6 + 156 · ρ7,
θ′25327(−1) = 1423 · id+ 1412 · ρ1 + 1412 · ρ2 + 1423 · ρ3 + 1412 · ρ4 + 1423 · ρ5+

+ 1423 · ρ6 + 1412 · ρ7

Теперь перейдем к вычислению идеалаШтикельбергера I. Первоначаль-
но мы умножаем каждый элементШтикельбергера на автоморфизмы по-
ля K, т.е. на {id, ρ1, ρ2, ρ3, ρ4, ρ5, ρ6, ρ7}. Рассмотрим θ′19(−1) и умножим
его на все автоморфизмы поля K:

id · θ′19(−1) = 4 · id+ 4 · ρ1 + 4 · ρ2 + 4 · ρ3 + 5 · ρ4 + 5 · ρ5 + 5 · ρ6 + 5 · ρ7,
ρ1 · θ′19(−1) = 4 · id+ 4 · ρ1 + 4 · ρ2 + 4 · ρ3 + 5 · ρ4 + 5 · ρ5 + 5 · ρ6 + 5 · ρ7,
ρ2 · θ′19(−1) = 4 · id+ 4 · ρ1 + 4 · ρ2 + 4 · ρ3 + 5 · ρ4 + 5 · ρ5 + 5 · ρ6 + 5 · ρ7,
ρ3 · θ′19(−1) = 4 · id+ 4 · ρ1 + 4 · ρ2 + 4 · ρ3 + 5 · ρ4 + 5 · ρ5 + 5 · ρ6 + 5 · ρ7,
ρ4 · θ′19(−1) = 5 · id+ 5 · ρ1 + 5 · ρ2 + 5 · ρ3 + 4 · ρ4 + 4 · ρ5 + 4 · ρ6 + 4 · ρ7,
ρ5 · θ′19(−1) = 5 · id+ 5 · ρ1 + 5 · ρ2 + 5 · ρ3 + 4 · ρ4 + 4 · ρ5 + 4 · ρ6 + 4 · ρ7,
ρ6 · θ′19(−1) = 5 · id+ 5 · ρ1 + 5 · ρ2 + 5 · ρ3 + 4 · ρ4 + 4 · ρ5 + 4 · ρ6 + 4 · ρ7,
ρ7 · θ′19(−1) = 5 · id+ 5 · ρ1 + 5 · ρ2 + 5 · ρ3 + 4 · ρ4 + 4 · ρ5 + 4 · ρ6 + 4 · ρ7.
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Заметим, что мы получили всего два различных элемента, а именно,
id · θ′19(−1) = ρ1 · θ′19(−1) = ρ2 · θ′19(−1) = ρ3 · θ′19(−1) и ρ4 · θ′19(−1) =
ρ5 · θ′19(−1) = ρ6 · θ′19(−1) = ρ7 · θ′19(−1). Это произошло потому, что в
элементе Штикельбергера θ′19(−1) было всего два различных коэффици-
ента. Если мы посмотрим на остальные элементы Штикельбергера, то
заметим, что в их записях различных коэффициентов также два (одна-
ко это – частный случай, так будет не всегда). Запишем все различные
элементы в множество I ′. В нашем случае #I ′ = 14. Окончательно идеал
Штикельбергера заданного поля K примет вид:

I = (4 · id+ 4 · ρ1 + 4 · ρ2 + 4 · ρ3 + 5 · ρ4 + 5 · ρ5 + 5 · ρ6 + 5 · ρ7,
5 · id+ 5 · ρ1 + 5 · ρ2 + 5 · ρ3 + 4 · ρ4 + 4 · ρ5 + 4 · ρ6 + 4 · ρ7,
6 · id+ 6 · ρ1 + 9 · ρ2 + 9 · ρ3 + 6 · ρ4 + 6 · ρ5 + 9 · ρ6 + 9 · ρ7,
9 · id+ 9 · ρ1 + 6 · ρ2 + 6 · ρ3 + 9 · ρ4 + 9 · ρ5 + 6 · ρ6 + 6 · ρ7,

10 · id+ 11 · ρ1 + 10 · ρ2 + 11 · ρ3 + 10 · ρ4 + 11 · ρ5 + 10 · ρ6 + 11 · ρ7,
11 · id+ 10 · ρ1 + 11 · ρ2 + 10 · ρ3 + 11 · ρ4 + 10 · ρ5 + 11 · ρ6 + 10 · ρ7,
68 · id+ 68 · ρ1 + 68 · ρ2 + 68 · ρ3 + 67 · ρ4 + 67 · ρ5 + 67 · ρ6 + 67 · ρ7,
67 · id+ 67 · ρ1 + 67 · ρ2 + 67 · ρ3 + 68 · ρ4 + 68 · ρ5 + 68 · ρ6 + 68 · ρ7,
95 · id+ 94 · ρ1 + 95 · ρ2 + 94 · ρ3 + 95 · ρ4 + 94 · ρ5 + 95 · ρ6 + 94 · ρ7,
94 · id+ 95 · ρ1 + 94 · ρ2 + 95 · ρ3 + 94 · ρ4 + 95 · ρ5 + 94 · ρ6 + 95 · ρ7,

159 · id+ 159 · ρ1 + 156 · ρ2 + 156 · ρ3 + 159 · ρ4 + 159 · ρ5 + 156 · ρ6 + 156 · ρ7,
156 · id+ 156 · ρ1 + 159 · ρ2 + 159 · ρ3 + 156 · ρ4 + 156 · ρ5 + 159 · ρ6 + 159 · ρ7,

1423 · id+ 1412 · ρ1 + 1412 · ρ2 + 1423 · ρ3 + 1412 · ρ4 + 1423 · ρ5+
+ 1423 · ρ6 + 1412 · ρ7,

1412 · id+ 1423 · ρ1 + 1423 · ρ2 + 1412 · ρ3 + 1423 · ρ4 + 1412 · ρ5+
+ 1412 · ρ6 + 1423 · ρ7)
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